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تأليف : أحمد عطوان 
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تم اعداد بيانات الفهرسة والتصنيف الأولية من قبل دائرة المكتبة الوطنية 


هاتف : 00962-79-7083895 


الأخراج والصف الضوئي : أحمد عطوان 


جميع الحقوف محفوظة : ل« يسمح بإعادة اصدار هذا الكتاب أو أي جزء منه أو نقله بأي شكل من الأشكال 
دون إذن خطي مسبق من المؤّلف . 


العم قى الرناضات 
اعداد : احمد عطوان _ اشراف : د. مصطفى العفوري , د. سليمان بني هاني 


جاء الكتاب فى ثلاث وحدات هى : 

1 التكامل. ` 

2 القطوع الخروطية . 

3 الهندسة الفضائية . 

ختوي على مسائل محلولة وشاملة لطلبة المرحلة الثانوية والسنة التحضيرية الجامعية . 


الاقتران البدائي 


تعلمت سابقا أنه إذا علم اقتران ما , وتوفرت فيه شروط الاشتقاق فإننا نستطيع أن 

نحصل منه على اقتران اخر يسم المشتقة الأولى للاقتران ق ورمزنا له بالرمزق 
وفي حالات أخرى يحدث العكس أي يكون لدينا ق(س) ونرغب في معرفة 

الاقتران الأصلي ق(س) » كأن يكون لدينا ميل المماس عند أي نقطة على منحنى ما ونود 
معرفة معادلة هذا المنحنى . 

وكما سمينا الحصول على مشتقة الاقتران بعملية التفاضل أو الاشتقاق فإن العملية 
العكسية وهي عملية الحصول على الاقتران من مشتقته تسمى بعملية إيجاد (أصل 
مشتقة الاقتران ) » وهذا ما يعرف بالتكامل . 


إذا كان ق اقترانا متصلا على مجاله » فإن م ( س ) اقتران بدائي ل ق ( س ) إذا كان : 
م( س) - ق ( س) لکل س في مجال ق . 


| مثال | الاقتران 1 س اقتران بدائي للاقتران سأ على الفترة ¬ ٥٥٠٥0‏ ) لن 
لجميع قيم س . 
٣‏ 5 
3 الاقتران ] نأ اقتران بدائى للاقتران ر" الفترة( ٠‏ › 0ه )لأن د 
قتران ن قتران بدائي للاقتران ن على الفترة( 0 )کن ج( 
لكل ن عدد موجب . 


كما نعلم إِذا كان ق(س) = س فإن ق (س) = ٤‏ سا وحسب التعريف السابق يكون س 
اقترانا بدائيا للاقتران ٤‏ سا. 

إلا إننا نلاحظ أن الاقترانات س +۷ س - ۵ س + ج (حيث ج ثابت ) جميعها 
لهانفس المشتقة > سا . 

وهذا معناه أن أصل مشتقة > سأ ليس اقترانا واحدا فقط . إا هو مجموعة من 
الاقترانات تختلف فيما بينها بثابت . 


نظرية 


إذا كان م(س) اقترانا بدائيا للاقتران ق(س) على الفترة ف» فإن أي اقتران بدائي اخر 
للاقتران ق(س) على الفترة ف يكون على الصورة م(س) + ج( حيث ج ثابت ) . 


تدعى عمليةإيجاد الاقتران البدائي للاقتران ق(س) بعملية التكامل غير الحدود للاقتران 
ق (س) . 
و الرمز| ق(س) .د س = م (س) + ج شل أعم أصول المشتقة . حيث نسمي 
ق (س) . د س التكامل غير الحدود ل ق(س) بالنسبة ل س» كما نسمي ق(س) بامكامّل » 
ج ثابت التكامل . 


2 
دد اوآ : م( س )| ق (س). د س چ م( س)= ق (س) 
وما تقدم نفهم أن : 


5 إذا کان م (س) = س سے سا + ١‏ اقترانا بدائيا للاقتران ق (س) › س3 |- 1.۳[ فجد 


4 
ق(). 


ق (س) = م (س) ٤)5‏ س -( 3 ٣س‏ = سا س 


ا نا۴ ا a‏ سه eth‏ 


إذا كان ق ]١ ٠٠[:‏ سے ح ‏ م (س) اقترانا بدائیا للاقتران ق (س) حیث 
e‏ 


م( س )| ق ( س ) . د س 


م (س)= ق (س) م( س ) = ق(س) = 1 س - ۵ س + ٩‏ 
7 
م( س )= ق (س )= ۱۲( س - ۵ 
2 
م()£(=£4)11()-0= t1‏ 


إذا كان كل من م (س) , م (س) اقترانا بدائيا للاقتران المتصل ق, فإإن م (س) - م (س) = ثابت 
۱ ۲ 


إذا كان م (س), م (س) اقترانين بدائيين للاقتران المتصل ق وكان م (س) اش 
م (۲) = ٤‏ فجد م (س) . 
1 


١ 


م (س) - م (س) = ج( حیث ج ثابت ) 
٣‏ ۱ 
م (س) = م (س) + ج = با-٤‏ س + 1+ ج 
1 ۱ 
لکن م ٤=)‏ س (۳)- 4 )+ 1+ ج٤‏ س جدا 
1 


م( س )= سا-٤‏ س +۷ 
, 


۴ 
إذا کان ] ق( س) .د س۔ س _ ل _ جتا س + ج » فجد ق( ). 


HD‏ د 2 سآ 
1 


ق( س) . د س ) ۔ ت ( س  _‏ ۔ جتاس + ج ) 
د س ۳ 


سے ق( س) = ١‏ ساپ چا س 


کو اش )د ے اش چاق ہے 3( ) 2(۲ )+ جتار&) = - 


| اا ا ا 

(الحل) باشتقاق طرفي المساواة ہے ق (س) ۲ جاس جتا س ٣+‏ جا ('س) ۲ جا( س) 
ق آئس] = آ جا (س) 
7 4 
ق (س) = ۱١۰‏ جا( 'آاس)ے ق (۲۳ )اجا( ٣٣‏ )=۰ 


⁄/ 
e r TT‏ , ق( ۱١‏ فما 
ل ما أن a‏ 
۰ . ۲ 
إذن ق( س)۔ ظاس + جتاس _ ہے ج 
7 
لكن ق ۱١ )Z‏ سه ظا () + جتا () - سے + ج ١ا‏ 
)=( ا )=( > 


س E‏ وھ :+ 
إذن ق (س) = ظا س + جتاس - ل 
Ty‏ 
ق ( 7۳ ظا( 7۳ FY = Tle‏ ۱ ۱ 
ق (2) = ظا () + جتا(7) _ ل = چ ا 
ا س 
[4] إذا کان | قر س) .دس = جتا اس _ أ¡ جا س +۱ وکان 


ق( س) ٣‏ جتاس (-جاس) أ جتاس ”جا (آس)_ أ جتاس 


قواعد التكامل غير الحدود 


تكامل بعض الاقترانات المثلثية ( نتائج ) . 


| جا ( اس + ب ). د س = ا جتا( أ س+ب)+ج 
1 


| جا زا ییا بدن ل جا( أس+ب )+ ج 


أ 

١ eT.‏ ء 

قا ( اس + ب ).د س= س ظا( اس + ب )+ ج 
1 


1 ۶ء 
أ 
| قا( سی ٤ب‏ ا کار س جیا :دس د قا( اس +ب)+ج 
1 


| قتا( س + ب ) ظتا ۱آ سء ب) .د س د کل قتا اس +ب )ءج 
أ 


E |‏ ا 
| ین که ب ایت د د دی ای وک 


۲ 


)+— 


۷ 
۵ خخ 
8 ۵ ص ۵ ۵ ۵ 
| اف :ضا ف اص 1 + ج ک ص + ج Vv‏ 5 + ج 
ا 


)+— 


۵ 
ee 
۳ 


3 
ما شش و سا بوس کا ر 
V۷-‏ 


۷ 
۷ ٤ û 1 : 
ج ا( 4س )پخ‎ TT TINUED 
۳۵ (V)۵0- 
fs 


کا 


| مثال] 3 ۲ 1 
مثال | ل .د | ۲ = (£ س+١()‏ > ( س+١)‏ 
س ٤‏ +1 .د + < ت 
ا س E ١+‏ را E‏ 
٤ 3 =‏ س +۱ ۽ ج ۲ 
1 
8 وس 
| جا[ اس ۔ ا ہہ ۔ کے جعالت| + ج 
ا ۳ ۲ 


۳ 


۲ 


جا( ۵ س +۱ جا (۵ س +۱) 
مثال | جار تفن +۲ ) . د س 1 ْ ا . د س 
جتا( ۵ س +ا) جتا(۵ س +۱( ) جتا(۵ س (١+‏ ) 


١ 
قواعد التكامل غير الحدود‎ 


i‏ ا که ( أ ثابت) 


۳ 


| ق (س). دس ± قاس دس ± ] ق,(س). دس ۰۰۰ )اق (س). مس 
ل 


| 0 | وکس وس | ی فی وا :ا شاو = ٣‏ جتاس + ج 
[مثاك] )سء 


۱ 
-- جا (اس). د س )| س .د س عا ١‏ تی ا افیا دد 
۴ سا 


| س . د س +| دن کش | جا )د س 


۱) س س : ے س , سے صفرا 
ل ن ن 
٤‏ ) (سص) ۔ے س ص 


إذا كان من عددين صحيحين موجبين و س ص عددين حقيقيين موجبين , فان : 


mE‏ ۲) اس ص .لس لص 
۳( ا اس ص ع صفرا (٤‏ ل س س 
ص 


إذا كان م, ن عددين صحيحين» حيث ن > صفر» س عدد حقيقي موجب › فإن : 


۲ س( 


إذا کان م, ن عددين نسبيين و س ,ص عددين صحيحين موجبين , فان : 
+ ن م 
)١‏ سا س ۔ س۴ت ۲ ) کا ۔ے س , سے صفرا 
ن 
م 
۳) (س) ّ۰ 


إِذا كان س؛ ص عددين حقيقيين,» فإن : 
1 4م ۲ 1 ۲ ۲ 
( ) (س + ص) = س +۲ س ص + ص ۲ ) (س - ص) = س - ۲ س ص + ص 
۳ ں٣‏ +٣ں' ٣‏ ۲ ۳ 
) (س+ص) = س + اس ص +۲ س ص + ص 
( س - ص ) = سا ٣‏ سا ص +۲ س صا - ص 
س - صا = ( س - ص ) ( س + ص ) 
سا + صا = ( س + ص ) ( سآ - س ص + ص ) 
سا - صا = ( س - ص ) ( س + س ص + ص ) 


ن ن ن-۱ ن٣‏ ن- ۲ ن-۱ 1 
س - ص = ( س - ص ) ( س + س ص + ...+ س ص + ص ) حیثٹ ن عدد صحیح موجب 


أمثلة متنهءة 


مثلة متنوعة 


5 جد( ٤‏ + ۱ )( س -۷). د س 


© سا:۲۱( س -۷). د س |( س ۱۸۰ + س ۰ ۷). د س 


ا س + سا سآ۔ ۷ س + ج 


[] جد )سا۔٣۲‏ دس 
۴ 
کا ا = 


۷ 
| ۲ ]| جد |5 ی 
۷ ۷ 
١ ۲‏ ۲ 
E E E Nl‏ ۔ | ((۴ س ۲۱ (۳س ۱۰ )د س ا س | .دس 


1 
)( ۳ تن 0 :دن 


۳ 
ROB 
۳ 
دسا ۴ ر‎ | TO 
8 
۳ 

| س ۳-۴۱ س٤‏ د س e oe‏ راا :دشن 
ا ۸ی ا 2 کی EE‏ 


جد |( س۰ ۲۲( س۲ س١٤‏ ).د س 


٣ 
(سآ +۲ س١ ٤.د س ۔ | (س ۰ ۸). د س ا ر ۸ ین د‎ ۲۲١۰س‎ 
٤ 


جذ | ١‏ (ن - ۲ )(ن- ).دن 
@ د-۱ (ن-)(ن-۳).دن Ro e ls‏ 


|1 ن-1).دن ے1 ن۲ ناء نا-1 ن:ج 


٤ 
EF 
E 
e 


FF 
اا س اس | سا( سء ۱۲ء ےگ ).د س ا و‎ 
ّ ََ 
۵ 


ے کس ٤+‏ سا +۹ س + ج 


جد|(۱- ن)(۱+ن)(۱+نآ) .دن 
ELE ees |‏ اا 


لا دا ا 
أا ده (سا-( س ۰ ۲)). د س 

۳ 

(T- ) ۵ ۲ 

TT E‏ د | س س چ 


۳ 
۲ 
| . د س 
ٍ 


س 
J‏ ا +£ 
(س +۲ ) .دیس _ س س . 


٤ 
س‎ 


EE Us 


E‏ د ا[ ذس 
E‏ 
e‏ 
جد | ساس ۲٢‏ اس ۔ ل )لاست دس 


ا لے )اسن دس )اسا اس ادس 


۱ ۲ 
ت _ اس + 
ج سء + لس 1 ج 


|1١ [‏ جد | (س )۲١‏ ([ س ۔ ۴۳ ).د س 
@ 


۱ 


| اس )۲١‏ ( س ۔ ۳ ).دس ۔ | (س دراس 1 ).د س و 


سا۔1 س + ج = ل س اسا - 1 س + ج 


س - ١‏ ).د س 


Em e 2 
ETON 


ا ا اساج 


E eT 
۳)۱ - س‎ ۲( ١-۴ 


۸ 


۳ ۳ 
= س( س )١-‏ +ج = 
۱٦1‏ 


41 ج | یات رھ :اا دی 
mm‏ 
| ھی 04( ۴ا دن = ا 


۱ ۱ سأ - ۲ 


2 ۳ 1 
ساس (س ٣+‏ س )٤+‏ ۳ ا + سا ءا دن 


۳ 
+ سا ٤+‏ س + ج ۔ 3 اء بإسرآء ۶ س ءج 


ا 
٩ + ۲‏ 
2 
د aL‏ تن کی چ 2 ۳2 ا 
Ee‏ ۸ ۸ 
۲ س + ٩‏ 
۰ " 


٣ ED 
ا -4( دا سا (۲ س + ۴) ( 1 ).د س‎ u 


۳ ۲س-‎ ET 


۵ 
e‏ ( ۴[ س ب۳ . د س e ol‏ 


لا ہہ سانا رس 
(س +° 
سا اس٠‏ . د س r‏ . د س . د س 


(س+١)‏ سن #() 


ٍ- 2 ٤ 
د س‎ . ) )١+س(‎ ٤+) ١+ )(س+().دس = (( س‎ ٤+) ((س+‎ |] = 
2 ۲ 
کر ا‎ ) ١+ (س‎ ٤ )(١+ س‎ ( 
س‎ —— f = 


+ حے = 


SSS ۲‏ 
1( س+۱) ۳(س +(" 


۳ 
| (۱- ۲ س + سآً) د س |۰۱۱ ۲ س + سآ س' . د س 


س" 
۱ 


1 ۳- 


ل ١‏ 
ا ا را د را 


٤‏ س . د س 
| + ) 3 1 
e o.‏ ¿ س 3 س +۱ | س*۱ - ب۵ س١٠‏ . 
lL r NT‏ 


٤ |‏ س( س +۱ ب۵ س )رر ITS e‏ 
رر 


)(١+ س + () - (۵ س‎ ( 
١ ۱ 


۲ ۲ 
دس‎ lees 


a‏ اسا ج س _ س ا 
۵) 


8 

۳ ۵ 

-۳ 
ا 


١ 1 

ا ت ا 

mM‏ ا 
۳ 


۹ س] ۔ ۳ س + 


١ 
واو و‎ 


۳ - 


۲ ۲ 
۾ جاس + جتاس ١‏ 
4 
۵ ۱+ ظاس = قاس 
E ۲‏ 
@ ۱ + ظتا س = قتااس 
0 جا( ۲س )= ۲ جاس جتا س 


۳ 
جتاس = (۱ءجتا 0 س)) 


جا اند 

© | جااس .دس ۔] ۱ جتا(اس) )د س۔ ےط (س-ے جا( اس)) :ج 
جا چا وهس 

@ ]جت (۵س)د س (ءجتا ۰س )) دس (س + جا(۰اس)) + ج 
جد| ظااس . د س 

ظا یں دیا قا وی اا کے ظا سی ے ہی دج 

| ۳ جد ) ظتا(۷س) .د س 


ek ۲‏ 
@m‏ | ظتا أشن ددن )فا (۷س)-۱). د س = ٌ ظتا( ۷س)- س + ج 


|٣۳‏ جد 
a‏ 
|“ 1 ا ا ٠‏ 
= . . = 3 س 
(-جاس ۱+جاس ا اس 


جتا FO‏ 
e‏ = ظاس ۽ قاس ۽ ج 


جد | جاا( ۳ س*+۱). د س 
جا ٣‏ س١‏ ۲۱د س ]ل (۱- جتا(١(‏ اس١‏ ۱)) ) . د س 


]۱(2 -جتا(آس+١)).‏ د س ۔ (س- ل جا(1س + )) + ج 
Ea |r|‏ 


| جا ان . د س ا قاسم ظااُس ). د س 
١‏ 


۲ 
TTS TT‏ ۲ ظا س _ س + ج 
| ۳ ] جد جد قا س ( ظا سء جتا س ) . د س 


1 
]| قا س ( ظا س + جتا س ) . د س |(قا س ظا س + قا سسجت س). د س = قا س + س + ج 


جد |( قاس ٭جتا س ).د س 
1 
| ( قا س ٭ جتا س ).د س = |[ قاس + ۲ قا س قاس + جتاس). د س 
=( قاس + ۲ ۽ + جتا[اس) اعود )| قا + ے + جتا[اس] |. د س 


- ظاس ې ۵ س + جا( اساپ ج 
۲ 
جد ] (جتااس _ جا (اس) | . د س 
| (جتا'س ۔ جا (اس)). د س |[ + جتا(اس)۔ ( ل _ ل جتا(س) ) ).دس 
r T7 r ۲‏ 


- )| جتار س )+ جتا (٤س)).‏ د س ے جا (س)+ - جا(٤س)۽‏ ج 


کد کا ایی وکا کا ای ادن :دن 


@ جا( س + ص): جاس جناص + جناس جا ص 
1 ( جا( 'اس) جتا س - جتا (س) جا س ). د س 


| جا ( ۳س - س) . د س | جا( آس). د س۔ ل جتا( اس )»ج 
۲ 


جد |(قاآس + ن (۲ س) | ۔ د س 


ا ھ ۲ | ١ N "a‏ 
[قا س + ظا (۲س) ).د س = ) قا س ۽ قا (۲س)-||. د س = ظا س + ظا( آس)۔س + ج 


| 
١) جتاس-‎ ۲+١ 


٤ ٤ 
وا چا دا سا د‎ 


۲ ۲ ۲ 
کی جا ن دس ا اقاس جا زجع س جس ). د س 


۱ 


ا اتا س چا س۲ . د س | جغا سدس ا جا(آس)+ ج 
۲ 


٤۵‏ جد | قا جا 
]٤[‏ جد )قاس جااس. د 


۲ ۱ 
| قاس جس . د س ا 


آ ۲ ia‏ 
.جاس .د س ا ]اقاس _ ).د س 
س = ظا س - س + ج 


جد (قا سء ظا س ذس 
i _ r ۲‏ 
رقا قا می اوس 6 یو کاس هان دد 


r r‏ ا 
اقاس +۲ قاس ظا س ۽ قاس _ ۱). د س ا[ افا فاس غاس اا دس 
= ۲ ظا س + ۲ قاس - س + ج 


چیا ر ظانی :ظا من ا دن 
e. i ۲ 2‏ 

| ظا سء ظقا س )ا د س د |( ظاآس +۲ گنای ظا س + ظتااس] . د س 
قاش ± قا سن | . د س = ظا س _ ظتا س + ج 
جد )|( ١‏ -جا(ءس) ).د س 
۱ جاو ).د س ]۲-۱۱ جا[ )+ جا[ تس ).د س 

۳ 5 - ١ 

-١( |‏ اجارع) + ا جتا س ))]۔ د س |( ۔ جا( ٹ)۔_ ہے جتا(۳س)). د س 


ا س + جتا ۲ن اجا ( س )+ ج 
۴ 1 


۲ 
|| جد ,ءاس دس 


@ ۶ جقاس) .دس 13ء7 غا سا س ادس 


۲۰۱(٥‏ جتاس+ ل (۱ءجتا(۲س))). د س |( + آ۲ جتاس + ل جتا(۲س)). د س 
۲ 


ا س +۲ جاس ےہ | جا( اس ) + ج 
٤ ۲‏ 


ج جا ودس 

® | ۶ جاس .د س ا( آجاس) دس ۲ چغا 7ا سا ادن 

| ۱ ۲ جتارآس)ء جت (آس)) :د س ۲۰۱ جتا(اس) + (۱+جتا (۶س)) ).د س 
۲١ - |٥‏ جتاراس)٭ ل جتا(۶س)). د س س س جا( س) ۽ جا(٤س)‏ + ج 


|[ جد )۱ظاس ۲١)‏ ظاس | :دس 


® ۔ ظا س۴۰ ظا س 1.د س دا ١‏ ظا سء ظا س + ۲ظاس ] ۔ دس 


#5 ظاش ا دس | فاس . د س - ظا س + ج 


۳ 7 
|۵۲| جد جاس + جتا س 
2 جاس + جتا س 


۲ ۲ 
_جاا س + جتااس دس ا ا ا 
TET‏ + جتا س 


| (۱- جا س جتاس). د س ](۱ -ے جا(اس)). دس ۔ س+ ے جا( اس) + ج 


|۵۳ جد اج | اا . د س 


کا (اس) 
اا .د 
1 جا افا ET‏ 
| فا سی اوسا ات ے a WY‏ 


ا ي - 


۔ د س 


. د لس 


جا ا 


جا( س) = جا س جتا س 
ا جا( س) د ٤‏ جااس جتقاآس 
جا uk‏ 


١‏ د س کک 1 د یں | :دس 
ا : اا کے 
E‏ جا س (۱- جا س) جااس جتااس جا( 'س) 


ا - ۲ ظتا(س)+ ج 


جا 
ا 
@ 


_ جا 
E‏ و ٠د‏ | (ہ ظتا اس - جتااس ). د س 
ظا س 


۱ is 
تااس 0 ی | د‎ ۵( | aT ا‎ 


= -۵ ظتا س - ا + ج 


جد |(جتا (۱۲س) جتا(۱۰ س )+ جا(۲اس) جا(۱۰ س )) .د س 


|اجتا ۱۲س ) جتا( ۰ س )+ جا(۲اس) جا( ۰س )) د س 


<| جتا( ۱۲س ۔ ۰س ).د س ا غاس . د س = جا (اس)ء ج 


جد (جتا (س) جنا( س) ۔ جال س) جا (لس) ).دس 
mm‏ 


| جتا 1 س + ب س) . د س کا چاو 


|۸[ ا جتا( س ) 


2 ج( اف ) و اچقا سوت جا ن و یں 
جتاس + جا س 


جتا س + جا س 
ا ا 
جتاس + جا س 


= جا س + جتا س + ج 


ا اا ا 
۲ 


Mm 


| ۸ جا ( س غا ر نت ا س ری س۲ 1 
جا( ) جتا( ) .دس = )] ۲(۲ جا( ) جتا( = )). د س ]۲ جاس. د س 


جا( ۲س )۲ جاس جتا س 
جاس = جا( ۲ .= )۲ جا( ګک) جتا( ك ) 


|۲( (۱- جتا(اس )۲.د س ]۱ - جتا( اس)). د س س - سے جا( آس )+ ج 


جد | جا ( ۳س ) قتا س . د س 


جا( س + س) 
جا س 


د بس 


اا کا جا ا | آ جا سس جتا س جتا س ٭ جتا اس اجا س ف 
جا س جا س 


| جس (۲ جتاس + جتا( اسا . ر س =( جا س چا آس)| ,دشن 


جارس 
| . (۱٭جتا(۲س)) + جتا (س)). د سع|(۱+ ٣‏ جتا (س)) د س ے س + جا( س )+ ج 


| جا وی 
جتا س 
MD‏ 


ا و اچقا (س* اس ,و یں E‏ و 
جتا س جتاس . جتا س 
ا a a‏ 


جتا س جتیس 
عا[ جتا (اس) - ۲ جااس . د س <] [جتا(س )۲۰ (۱(1- جتا (س) ) ). د س 
سا (آچعا اسا .|١‏ د س 


= جا( س ) _ س + ج 


جا( أ س). جتا(ب س) = ( جا( ( +١‏ ب) س )+ جا((١-‏ ب) س)) 
جا( آس). جا( ب س )<( جتا -١((‏ ب )س)-جتا ((أ+ب) س) ) 


جتا( أ س).جتا(ب س) <( جتا( (أ- ب ) س)+جتا( (أ+ب) س)) 


» تستخدم المتطابقات أعلاه في إيجاد التكاملات كما في الأمثلة الاتية 


TT 
]جا (آس) جتا(۳ س). د س = + ]| (ج1ا((۴*۲) س)+جا((۲-۲) س)) . د س‎ ® 


- + ](جا(۵س)- جا س ). د س ٍ - جتا(۵س) + جتاس )+ ج 


vr]‏ جد | جا (۳ س) . جتا (۲ 7 س) . دس 


((w (rr 7 )l++ (w(rr + 0)) } ©‏ . د س 


- + [(جا) ۲۳ س) ۽ جا (- 7۲ س) ) . دس = تل جتا(٣‏ ٣7س‏ ) پل جتا( ٣س‏ )ات 
١ r T1‏ 


e 


© ]جتا س جتات .دس م ](جتا ع ش) e (Ebe‏ 


جتا-س , جتا ).دس _ ا س ۽ 1 چا ۵س 
7( س =( س م (1 جا + ج )+ج 


جد جا د جا . د س 


@ )جا جات ٠د‏ س ۔ ‏ ][(جتا(ے ۔ ) س - جتا( :ا) س) .د س 


= + (جتا اس - جتا۳س). د س < ج جا آس - 4 جا ٣س‏ + ج 


: إذا كان أب عددين صحيحين موجبين فأثبت أن‎ | 11 | u 
جا( أ-ب) س _ جا (أ+ب) س + ج فغدها ا ب‎ 


ء ۲ -ب) ۲ (آ+ب) 
| جا أ س.جا ب س . د س = ۰ 


)١‏ افرض أ ب 
| جا اس .جاب .دس (جتا( أ ب )س - جتا(١+‏ ب ) س) .د 


جا( -ب) س جا (أ+ب) س ب 


۲ -ب) ١‏ أ+ب) 


۲ ) افرض أ = ب 
| جا أ س e‏ . د س = ]جا أ س . د س ]ا (۱-جتا ۲أ س) . د س 
جا 
س جا اس )ءج د س + ج 
٤ 1 1‏ 


جد)آجتاسی. چتا اھ جتا س .د 


(ھی ] جتا س . جتا آس . جتا س . د س = | (جتا ٣س‏ + جتا س) جتا س . د س 


| جتا' س . د س 4 ]| جتا س جتا س . د س 


](۱+جتا آس). د س + )[جتا ٤س‏ + جتا آس) . د س 


۔ ل س+ ل جا سء سل جا ٤س‏ + جا اس + ج 


1 ٤ 


تعلم أنه إذا كانت ص = ق (س) هي معادلة منحنى قابل للاشتقاق, فإن ميل المماس له عند أي نقطة 
٤‏ د 2 : 
( س ص ) تقع عليه = حك = ق (س) . وعلى ذلك تكون معادلة المنحنى هي: ق( س| =[ ق (س). دس 
جد قاعدة الاقتران ق الذي يمر بنقطة الأصل وميل المماس عند أي نقطة عليه 
يساوي ( جا س - جتا س). 
ِ ۲ 1 
س۲ اجا سد دا س کے ق دسا ا خاش د جقاس ا )دنن 
ia ۲‏ 
اسا ا( خا س- اجا س چا سء چفا )دس | دجا )وس 
ق (س )= س + جتا اس + ج 


» ق (س) ممربنة بنقطة الأصل سه +٠ ١‏ ا 


1 
جھل +٠‏ ج سه جد 


.. ق (س )= س + ر جتا اس د 


جد قاعدة الاقتران ق الذي مر منحناه بالنقطة )٠-١١(‏ وحاصل ضرب ميل المماس 
له عند أي نقطة عليه ( س , ص ) في مربع الإحداثي السيني لهذه النقطة يساوي ۲ 


۲ 2 z 
سا. ق (س )= اسه و (س)۔ ےآ هھ ق دس )| . د س = )| ۲ سنآ . د س‎ 
لن س‎ 
f 
که ی ( س ا ج‎ 
سه +ج سه جد(‎ )١ ٠ -ء١( المنحنى مر بالنقطة‎ 


- 
0 =+ 
ق ( س) ددر + 


۷٠ |‏ | جد قاعدة الاقتران ق الذي يمر منحناه بالنقطة ( ۵.١‏ ) وميل العمودي عليه عند أي 
نقطة ( س ,ص ) تقع عليه يساوي ل سا 


إذا كان ميل المماس لمنحنى ق عند أي نقطة ( س» ص ) تقع عليه يساوي أ( س )١ ٠‏ 
(حيث أ ثابت ) فجد معادلة هذا المنحنی علما بأنه مر بالنقطتین ( ۲۰-۰۲ ۲١۳(۰)‏ ). 


ق( س )| ق (س) .دس و N TT IT‏ 
» المنحنى مر بالنقطة )۲-١۲(‏ هھ ۲(۲ ١)+ج‏ هھ ۲١۲۰‏ أ+ج ...© 
«المنحنى مر بالنقطة )۲١۳(‏ هھ ۳(۲ -۳)+ج سه ١ا‏ أ+ج ...0© 
وبحل النظام المكون من © .0© :أ١‏ ج=-٤‏ ...ق (س )= سا- س ٤-‏ 


إذا كان ميل المماس لمنحنى ق عند النقطة ( ٠١١‏ ) يساوي ١ء‏ وإذا كان ق ١ ١)١(‏ . 


ر 
الحل فجد معادلة هذا المنحنى علما بأن ق ( س )= س + جتا س . 
2 ر ۲ 
س۲ ]ق۲ س) .د س د )س + جتا س د س ے ا ۽ جاس + جر 
اة ۲ ۲ 
اء جارء ج ي ج=ا 6( س) ے ا + جاس +۲ 
١ ۲‏ 1 


ر ۲ ۳ 
ق (س) 2 ق (س) . د س ٭)( کک + جا س ۰ ۲ د س > - جتاس *۲ س + ج , 


۱ 
8 جقل' +(۰)+ ج سه ج دا 


ء 2 1 
التكامل الحدود للاقتران ق في الفترة [ أب ] هو: ] ق( س) .دس« ق (ب) ق (أ) 
يسمى أ: الحد السفلي للتكامل الحدود ‏ ب :الحد العلوي للتكامل الحدود 


ويرمزللمقدار(ق (ب )- ق ))١(‏ بالرمز ق(س)] 
ب 1 
ا اک خاد شیم | .6 اسنا دس قاتا تقول ی 2 قابل امل نی 1 اب ۲ 
أ 
مثال | اذا کان ق کڈ ¿ الدرجة الثالثة وكان ق ( ١‏ )= - آء ق (۳ )= - ٤٠ا‏ فجد 
كان كرو ن ان وکان ق ق ج 
ار 
| ق (س) .د س 
۱ 1 ۲ 
ا | 6 (س) .دس - ق(س) ] = ق ()-ق(5)0-1£- ۱-۲ 
١‏ 


1 


= قا( × )- قا( ) ا ا ضا 


إذا كان الاقتران ق قابلا للتكامل على الفترة [ أ» ب ] فإن : 


أ 
| ق (س). د س 


TTD Tl 


7T 
مثال | جتا ص . د س ( حيث ص زاوية ثابتة ) » جتا ص (7 - ۰ )= جتاص‎ 


٤ 

ا 
مثا اکان | × = أ+ ا فجدقىمة أ( ث ا عدد قىقى ) 
| مثال] إذا د داں ج ج جحميمي 


٣ 


أ 
| اد ازا )ءا و ا 
بالتخمين "حل للمعادلة أ" أ 1 . سه (أ-۲) من عوامل أ" أ- 1 ۷ معاملات القسوم 
کا - ah‏ ۶ ء1 
وباستخدام القسمة التركيبية (|- )()|+؟I+"۳()=‏ ا 
ES‏ سالب (¥ خلل) 


-أ-1=. جرفم 
عليه 


-١‏ جااً 
إ0 کان | ۲ء دس فما أصغر قيمة موجبة للعدد اأً؟ 
+١ ٤‏ جااً 
اا : 


(۲1 جاأ=‎ ٤ - ھهس(۴[=))ًااج+١(-أاج-١( سه‎ Eo 


m0 $ 1‏ ء 
= سے ÜÙTTT+ al‏ “ أ غ ۲ن ( ن عدد صحیح ) 


إذا كان ق قابلا للتكامل على الفترة [ أب ]ج عدد حقيقي فإن : 
| ج ق اس٤‏ :دش د چا ق اش :دس 
أ أ 
إذا كانت ق ق ق ۰۰۰۰ قان قابلة للتكامل على الفترة 1 أء ب ] فإن : 
ق اس + ق (س) + + ق (س { # )ن 


3 (س). دس ا (س). دس ±+ ± (س). دس ± ۰۰۰۰ + )ق (س). دس 
ل 
1 


مثال ET‏ ایر ت دو ایا د 
س - س ). د س ا . د س س . د س ls‏ . د س کک > د س 


)( 4 (= 


إذا كان ق قابلا للتكامل على الفترة 1 أ,ب ] فإنه لأي ج3 (أ,ب ) يكون: 
وتبقى الخاصية صحيحة 


ق (س). د س = | ق (س) وین چ ا قاتا ٠‏ د لکلا حتی لو كانت ج خارج الفترة . 


ملاحظة : تستخدم الخاصية £ في إيجاد تكامل الاقتران المتشعب واقتران القيمة المطلقة و اقتران أكبر عدد صحيح . 


١ 1‏ 8 
إذا کان | ق (س). د س ۲ ] ق (س ).د س 1 ' فج ]ق (س). د س 
۱ 


ال 1 ١‏ - 
)ق( س). د سح] ق (س) .د س ۽ | ق (س). د س= 1 +(- !)= £ 
۱ 


TT 
جد 1 ق ( س ).د س‎ 
T 


Tr 1 u 


7 
ا . د س )جا س :دس + )| جتا س د س داتس | ۾ اسن | 
LA Tr‏ 


> - جتا( 7۳ )- جتاا ۾ )+ جا( ۲^ )- جا( I!‏ ( 
۲ ۲ 


= )-( - ٭)‎ + )١-( + 


T 
۱ ۱ ر‎ 2 
- - جتاس جتاس‎  _ ۲ E 
lL جد[ |1 - جتاس|. د س رآ ر‎ 
کڪ کک‎ 1] +++++ IT آ‎ ۰ 

۳ TT 2 ۳ 


f ۳ E 
۔ جتاس|. د س ء](جتاس - ).د س + |( - جتا س) د س‎ | ] 


= (جا()- 2 (ج))-(جاء-2(. )=( - جا 


J) L_4 


۲ 


۳ 
[مثال] جد | ۲+ ]س] .د س 

١ 1‏ آ ١‏ 
lw |+| | MD‏ قشل ے 1 آآ دفو ك اردنا دس 


۲ 


۴ 
E es 
5 ۴ ج‎ 


(eel "|| 
(۸j _ ۸) ÎÛ 


مثال جد | +-٣[‏ س] اش 


اا س 


= ؟ ( ۲ -۱)+£4(۱ - ۲ )+ صفر(۵- £ )=4 


قاعدة التعويض ( الإستبدال ) لإجراء التكامل 
* تستخدم هذه القاعدة لإجراء التكامل #قتران مركب كمافى الأمثلة الاتية: 
مع ملاحظة أن : 


ب ب 


| قاس دس | ق اض )د ن ٣‏ ق(ع).دع 


1 ٤ 
إذا کان ,| ق (س). د س = ۵ او( ا اید‎ 
mM 


افرض ص١۲‏ س + اہ کا ۔ ٣‏ س د س ۔ کے 
د 
غير حدود التكامل ت 


تح الال ص س = اسه ص = ۳ ٤ £4 =(٠+)(١(‏ 


٤ ۱‏ 
6 ۴ س دس | قاض د ص 


۳ 
2 


٤ 
مثال] إذا كان | ق (س).دس( ,ف‎ 


فجد ,| س. ق( سا) . د س 
سیا ي اک 


س = - اسه ص (- ٤<)‏ » سد۰٠‏ سه ص ( 


.ق (س'). ٌ .ق( ص) .د ے١‏ 
| س ق ( س د س | س. ق ( ص eT‏ 
عند دراسة المسائل المتعلقة بحركة الأجسام في خط مستقيم فإنه من الضروري ديد : 
)١‏ محور الحركة . ؟) نقطة مرجع ثابتة . 


۳) الا جاهات الموجبة والسالبة .( الأمثلة امعروضه في هذا الكتاب تم فرض الاجاهات الموجبة لليمين وللأعلى ) 


» تعلم أنه إذا خرك جسم في خط مستقيم وكان اقتران الموضع له ف (ن) فإن : 
سرعته اللحظية ع(ن) = ف(ن) » وتسارعه اللحظي س 


وعليه فإن : اغا د | عن | تان) .دن 


» وتكون إ إزاحة الجسم في الفترة الزمنية [ ر °[ :ا ف 


ف (ن) .دن = ف (نم) - ف (ن) 
۱ ت 


والمسافة الكلية التي يقطعها الجسم في الفترة الزمنية [ ن ,<,[ ا | ع(ن) | .دن 
١‏ 


يتحرك جسيم على محور السينات وتعطى سرعته عند أي لحظة ن بالعلاقة : 
e‏ . فإذا كان موضع الجسيم الابتدائي وحدتين إلى يسار الصفر 
)١ :‏ موضع الجحسيم عندمان = (۳ ) ثوان . 
۲ جد إزاحة الجسيم في الفترة الزمنية ]٠١٠١[‏ . 
۳) جد المسافة الكلية التي يقطعها الجسيم في الفترة الزمنية ]٠,٠١[‏ . 
کک الموضع الابتدائي 
محور الحركة ا ا کې 


۰ 1 
Dass aaa‏ 
الاجاه الموجب الاجاه السالب 


TIO‏ .دن =|(" - 1( .دن = نا-1 ن + ج 
لكن ف -=)١(‏ اسه - |= ١٠+ج‏ سه ج=- !۲ 
ف (ن)= ٣رآ‏ -ا1ن- ۲ سه ف (۴)= ۳(۲ )-۴(1)- ۲٤-۲‏ 

عندمان ۲ ثوان يكون الجسيم على بعد ٠١‏ وحدة إلى مين الصفر. 
© إزاحة الجسيم في [ ۳۰۰ ]. ف (۳)- ف (۰ ١٠١١۲ -- ٣۶٤)‏ وحدة 
© المسافة الكلية التي يقطعها الجسيم في [ ..۲] 

۴ ۱١ ٣ 
عد | 1| ۰ن =| 1-0 ن )دن + ,10ن ).دن‎ |. 
ن‎ ٣(* |) ن٣ =(1ن-‎ 


OOOO OOOO OOS‏ 4 وحدة 


اسقظك كر هن السشكين من ارتفا ٠١١١‏ م عن ظح الأرض وتسان فقدارة 
٣‏ م / ثا جد سرعة الكرة وهي على ارتفاع 1۸٠‏ مترا من سطح الأرض. 
| الحل] المعطيات :ع ( ۰ )= ٠‏ م اث ف )١(‏ ١٠٠٠م‏ ؛ ت(ن )< ١٠م‏ اث 

غ )ن ک|-ادن د ا نء جم 

لکن ع( ۰)= ٠۰‏ هه ۰ +)۰0(۱١‏ ج = ٠ه‏ ج = 


- £ )jن(=-*ù)1۰‏ »ھù/l‏ 
...ن ن٣م‏ ت في هذا المثال الأرض تمشل سطح الإسناد 
ف دن )= | ع (ن).دن |۱۰۰ ن. دن ۵-۵ ناء جم ا ي 


لكنف (١)=٠٠٠٠سه‏ - 0(0 )+ جد .٠٠اه‏ ج = ۱۰۰۰ 


ف ( ن )= - ۵ ن + ٠۰۰۰‏ 
۲ 
*+ ف ( ن ) = - ۵ ن + ۱۰۰۰= 1۸۰ هوه نأ = 1٤‏ هص ن = ۸ )ن ۰ ۸(مرفوض. # یوجد زمن سالب) 


ع (۸ )= - ١٠١‏ (۸)= ٠٠۸م‏ /ث (سرعة الكرة ۸١‏ م /ث باجاه الأسفل) 


إذا كان الاقتران ق قابلا للتكامل على الفترة[ أ ب ] ويحقق ق(س)  ٠‏ لكل 


س3[ أب ] فإن: | ق (س). د س ڳ صفرا 


إذا كان الاقتران ق قابلا للتكامل على الفترة[ أ ب ] ويحقق ق(س) < ٠‏ لكل 
سد[ أب ] فإن : | ق (س). د س >2 صفرا 


۴ 


دون حساب اتتكامل ما إشارة | 


Fs 


سا _ ٩‏ 
|س| +۱ 
افرض ق (س)- 2 - ^ 
|اس| ١+‏ 
ابحث إشارة البسط : سرا - ٠ =٩‏ سه س= إ۹ aT‏ 
۰ س ۔ ٠<٩‏ » لكل س 3 [ ۴ء ١‏ ]ء إشارة البسط سالبة 
اإبحث إشارة امقام : |س| + ٠٠ > ١‏ لكل س 3 [ ١۲٠‏ ]؛ إشارة المقام موجبة ق (س )< ۰ 


, 
بماأن ق (س)<٠‏ لكل س 3[۔۴١۲] E‏ وهذا يعني أن إشارة التكامل سالبة 


اسؤال | أي من التكاملات الاتية له إشارة موجبة ؟ 
٤ )- ۴ ٤‏ 
س س 
0 11 | ١د‏ س .1 
١ TT‏ ۵ 
کا اجس ا ]ی ت ل ااا 


سا +( 


1:۳١۲: الجواب‎ 


افرض ق اقترانا متصلا على الفترة[ أ ب ]» فإن ق على الفترة [ أءب ]له 
قيمة صغرى مطلقة ل وقيمة عظمى مطلقة ك وتتحقق المتباينة : 


1 ل. د س ج2 | ق (س) .د س 


۱ < ,| ك. دس 


| مثال] إذا كان ق متصلا على [ ۲ء ؛ ] وكانت القيمة الصغرى المطلقة للاقتران ق هي ٠‏ 
٤‏ 


والقيمة العظمى المطلقة للاقتران ق هي ۵ فجد م٬ن‏ بحيث : م ]| ق(س).دس ون 


5 
|الحل] - ١ج‏ ق (س) < ه ؛ لكل س3[٠١ ٤‏ ] 

٤ 4 1 

8 .د س چ ,| ق (س). دس <| ۵ . د س ھ۔ ۶(۱--۲) چ )ق اس).دس چ (T--£)0‏ 
٤‏ 


- 1 )ق س). دس چ .۳ م=-1 i‏ ن = ۳۰ 
خصائص المتباينات 
إذا كانت أ ب »ج أعدادا حقيقية فإن : 
)١‏ إذا كانت أ>ب و ب>ج فإن: أ> ج '١)إذاكانتأ>ب‏ فإن أ+ج>ب+ج 
۳( إذا كانت أ > ب و ج> *» فان ج ٤بج‏ 
إذا كانت أ>ب و ج< ٠‏ فإن أج< بج 


ء۶ 


1 : إذا کان ۰< < ب‎ )٤ 


أو أ < ب < ٠‏ بن > 


الصورة القياسية لمعادلة الدائرة التي مركزها ( د»ه) وطول نصف قطرها يساوي ( ر) هي : 
(س - د )+( ص - هھ )= رآ 


1 
<> 
۰+ س /⁄ ۵ 


وعندما يكون المركز( ٠٠٠‏ ) تصبح معادلة الدائرة سآ + صا رأ هي ا 
سه ص = بإ ر - س 
النصف العلوي لدائرة مركزها( ٠ ٠‏ ) 


ونصف قطرها يساوي ر 


ف 
النصف السفلي لدائرة مركزها( ٠؛ ٠‏ ) 
ونصف قطرها يساوي ر 


ا۵ 
|مثال] بين أن: صفر < .اسا دسق چ ٠١‏ 


افرض ق (س)= به - سا . س3 [ 3٠٥‏ ] 

التمثيل البياني لمنحنى ق هو النصف العلوي 

لدائرة مركزها ( ٠٠٠‏ ) ونصف قطرها | ۵ انظرالشكل الجاور 

ل#حظ أن . < ق (س) < إ م ,لكل س 5١٥-[3‏ ] 

a1 1‏ 0 
NE TES‏ 
VY‏ 13 
1 
(س) .دس < 1(0 - ۵1 ) هه صفر ر |ق ( س ) .د س < 


b7 


إذاكانت <٠‏ ج< ١‏ أ ب3ط فإن: جأ > ج يه بأ 


حيث ط : مجموعة الأعداد الطبيعية . 


َ4 ٤ء‏ ۲ 
دون إجراء التكامل اثبت أن : | س۰ .)٤‏ د س ک | (آساء ۵). د س 
افرض ق (س) = ٤+۲‏ س ۱|3 ۲] , ه(س)= ۲س +۰۵ س ۱|3 ١‏ ۲] 


ق (س) - هھ (س) = ۳ ر + £ - (۲ سآ + ۵ ) = سا-۱ 
» ابحث اشارة ق( س ) - هھ( س) 
۲ . ۱ ۱ ح ۱ اشارة ق( س ) - هھ( س) 
اح و ا ) ( س + ١‏ ) < صقر E SE‏ 
سه س =± 


۱ 5 
ق (س)- هھ (س) ڳ صفرا؛ لکلس۱[3١۲]‏ 


1 ۲ 
| ( ۳س + )٤‏ . د س | (سرا+ ۵). د س 
۱ 


أمثلة متنوعة 


إذا کان | اس-۲|.دس ۵ فماقيمة أ › حيث أ>۲ ؟ 
ET‏ 


۴ 


۲ 1 
,| ( ۲ س ).دس + ,| (س ۰ ).د سے ۵ 
سآ | سا : | 
E‏ 
زا r‏ 
0=((NT- —)-(T-‏ 


) + ( 1 
1 


٠ 
00 - -)(( سه‎ 
.-)١+أ()۵-أ( أ-۵-. سه‎ ٤ ا زأ-‎ 


_ ۲أ ك2 .هأ 
۲ ٤ء‏ 
سه =0 , أ-((مرفوض لان أ>۲) 


2 
مثال] إذا كان | [ = ء7 .دس د ۳۵ فماقيمة ج حيث ج>١؟‏ 
۱ 


cD 


2 
| [ ٭۲] .د س 
۳ 1 ۹ ت 


ا ا سا سوا ی ن 
۲( ۳- )+۳( 1- )+£ (1-4)+0(ج-۳۵=)4 سه ج-=۱ 
1 
[مثال] إذا كان | .١[‏ شد] .دس - ۹٠ء‏ فماقيمة ج حيث ج>؟ طول الدرجةء۲ 
ج ت د 
a.‏ 


> 


1 , 
ااا ا 


۹ ۴ ج 
ا ی اء ا - £ .دس ۱٩۹-=‏ 
سب - | (۹- 1)+ ۱(۳ - 4)+ -£(ج-۱۲) =-0۹ سه ج= ۳ 


2 
إذا کان .| [ سء+ن ] . دس = ٩‏ فماقيمة ن؛ حيث ن عدد طبيعي ؟ 
٣ ۳ ٣ CD‏ 
i |‏ :وتن = | ([ س] + ن). د س - 1 س] . د س +| ن . د س = ٩‏ 


۱ ۲ ۳ 
س | صفر. د س +| ادش +| آ .دس + ن (۰-۳) = ٩۹‏ 
س )| \=jF+(1-۳)1+(1-۲))+(0‏ هه نا 


ن 
مثال] جد | [ ن ] .دس ؛ حیث نعده طبيعي. 


iD 


آن ن آن 
esel,‏ صفر . د س ا 
°( ن- )+۱( ن-ن)*+ ۳(۲ نù- (jù‏ 


افاس | فس 
ل 


اقاس | ق(س»| 


| جتا س| ٠‏ -جتاس جتاس 
T‏ 2 صفر 
rT La‏ ۲ 
| جا س RET‏ . د س .|| جتاس| . د س 
r r‏ 
7( جتاس.دس » | -جتاس.د ]7 | ایس | , -جاس ۳ا ) 
[ ^ ((جا = -جا›)*+(-جاr‏ -- جا ) =[ 


ال جد ,| | سا-٤‏ س|. 


٣ 
س ).دس ۔ ( کک‎ ٤ - س| .د‎ ٤-اس‎ | |, 
۳ 
۲ ۳- 
E 


[س] را ر 


fa Tr 4¢ 
P-oV-TF=(۴- 7)۳+(21-۳)۲= دس |" .دس‎ | 


س +۲ ») س< ° 
| ق ( س ). د س 4 حیٹ ق سإ 
1 | س 


- | » سڳ ۰ 
* | س- !|= 


س + ۲ ») س < ° 
س - !| ۲ - س 0 
۲ 


- س , :سےا 


س - ۲ 
: 


۴ س > ۲ 
,| ق (س). د س = 


l1‏ (س +۲ ). د س+ )| (۲ - س ) . د س 


۲ 
( = + ۲ س)| + 


: 
٤= ) 2-o ۲( - (O-mr)* (or) - (T+ 


۳ 
|, إمثك]‎ 
mm 


(۱۲ س el‏ د ص ) . د س 


١ ۲‏ 
e‏ اک .دص ) . د س = = |۱ سا-۲ ص |( داش 


ا اا 


۲ 
٤( =‏ سا س)| 


f: 
F— (0-0) (Î) ڪٽ‎ 


۲ ج 
مثال إ6 كان ا اف اه د اهود فماقيمة ج؟ 
@ اص .دص = صا , 


که ا . د س e‏ 


ج 


=(ج ))۰ 


5 
جد | با ن ا 
HD‏ 


8 


)- د‎ 
د س‎ . NT TTT E Ekle, 


(OOS OSE OEE 
۷ ۳ ۷ 
«“ 1۵ (س)۔ د س ے‎ ق٣‎ | ١ ۴ ق (س) . د س ۔‎ | ٤ إذا کان ,| ق (س) . د س ے‎ 
۵ 
؟‎ EEE 
فماقيمة: | (ق (س)+۵).دس؟‎ 
۱۵ رأ ۴ق (س). د سے‎ 


۵ ۵ ۵ 

| ق اس ۲۵. دس ر | ق(س). د س ,| ۵ . د س کا 
ا ر) ق (س). د س = ھ۵ 
| ق(س) .د س N‏ ,ا قاس د س 


| قاس د س | قاس . د س + افا . د س + اقاس . د س 
2 - ۳ + 1 + -0 = 1 
هھ | ق سء ه) .دس = ۵+1( ۱۱)۳۵ 


إذا کان ق متصلا على ح وكان : 
@m‏ ,| ق (س) .د س ا ا کےا اا ٠‏ فماقيمة أ٬ب؟‏ 
,| ق (س) .د س دا ف ف 6 اواد 
سه | ق (س) .د س ا ھاو ا ,| ق (س). د س 
۷ بد 
إذا كان م اس ), م (س) اقترانين بدائيين للاقتران المتصل ق وكان : 
@ ,ام س) م (س)). دس د ۱١‏ فما قيمة,|(م(س) a‏ 


اس) م (س) د ج (ثابت) 
O‏ 
۱ 


۹ ۹ 
| (م (س) م (س) ). د س =| -£ .دس = -۹4(£4-£)=- ۲١‏ 
٤‏ 1 


دفن ۰| 


i 


۱ 


r ۴ ۴‏ و" ۲ 
اک سے کے ےک ی 
٤ ۲ ۲ ۲ 8‏ 


۳ ۳ 
إذا كان | ف وس |[ هھ (س) - س ). د س ١‏ ۳۲ 
۰ # ۲ ۰ 
فجد: ,]|[ ق اس“ ه سء |١‏ . د س 


٣ 


( 
.دس =۵ سه ]| ق (س). د س ۱۰ 


|( هھ (س) - س ). د س د ۳ س4 
۳ ۳ ۳ ۳ 
.| وا وو وا ھا ھے س د سے ااام ا حون دوا 


| (۲ ق (س)- هھ (س) - ۱) .د س۲ ,)| ق (س) .د س ,)| ھ (س) .د س ,)| ١.د‏ س 
=( °) -()-0)-۱()°-()=-0 
۱ ۲ 
مثال | إذا کان ق (س) . د س = ۱۲۰ | (۲ ق (س) - )١‏ .دس = ۵ فماقيمة ج؟ 
|مثال] إذ ن ,| ج ق (س) د س |١‏ ق (س د س ۴ : 
Ys‏ 
| ج ق (س). دس ١٣اه‏ 
۲ 
۲١‏ ق (س)-۱). دس ےم | ق (س)۔ دس _ 
٣ ۲‏ 
م | ق (س) دس - ۲(۱--۱)- ۵ هه | ق (س). دس = ٤‏ 
1 


ا کے ج 
چ 


1 


٤ 


إذا کان | سق (۲س+۴). دس ٤ ٠١‏ فماقيمة |( اس ٤+‏ )ق( آس*+۷).دس؟ 


۰ e 
۳ 


۳ 
ص = اس ١۲ھ‏ س = گے 


س= 1 ېه ص۱۵ 
1۵ 1۵ 


,| ( ص ۳۰( ق (ص) .د ص ۱۰١‏ ]| ( ص ۳۰ ) ق (ص). د ص = ٤١‏ 
٤‏ 
|( آس ٤+‏ )ق ( ۲س +۷). د س 
افرض م = س +۷ هھ ا دس 
٤‏ ۵) ۲ 
,س ٤+‏ )ق (۲س+۷). دس = ل (م-۳).ق(م).دم =( 


* 


3 - 4 >( ا 2 
| مثال] إذا کان ق (س) = ١, ۳ ٠‏ فجد ,| (ق(س)- ق (س-۱) ) .د س 
سا , 


< -(س-۱) ؛ س<؟ } ۳ - س س‎ ١ 
= =) - ة‎ 
۽ س > ۲ (س- ۲ س چا‎ ٣سا‎ ) ٠ ق (س‎ 


۲ ۲ 


,| (ق(س)- ق (س-۱) ) .د سے - ,| (۳ - س )دس 


۲ ۲ ۹ 
lO WF O Fl‏ 
۲ ۲ 
مثال] الشكل الجاور بمثل بياني الاقترانین ق, ه. إذا علمت أن ق (س) = س + ۲ 


١ ⁄‏ 
ہے (س) کے ۲ (س- )١‏ فی ,۳ هداس) :دس 
: هھ (س) 


فی دا کاس کسی | ای :دنین ے ( س - (١‏ )+ ج 
لكنھ(۰)=ق(۰) ص (۱-۰)+ج ٣+۰‏ سه ج دا س 


۲ 
.. هھ (س )= ( س ٠+)(١-‏ 
۱ ۱ 
.|۴ هھ (س) . د س = ا 3اش = م ((س-ا) 
۳ 


٣ 
* 
ا‎ 


, 
as 

E O 
۳ ۳ 


۱١ K » » 8 *‏ 8 
[ مثال] جد كثير الحدود ق من الدرجة الأولى بحيث :| ق (س) . د س = - ۰۱۲| ق (س) . د س = ۰ 
dD‏ افرض ق (س) = أ س + ب 


۱ ١ 
۱۴-۵ ) ۴ أ + ب‎ E سء ب) .د س۰۰ ۲اه[ راء ب س)‎ 
ٍ 7 أ‎ 


Os TE aa e Fa 


۳ ۳ 
| ق اس). د س = :سه 1 سء ب س).| 


وبحل النظام المكون من e‏ 
المعادلتين ١(‏ )و( ). : .. ق (س)= ؟ س-۲۳ 


ِ ۱ 
= ( جا(‎ E 


»> إذا كان ن عددا زوجيا 
۽ إذا كان ن عددا فرديا 


: E 
ن+۱‎ 
))۱-(-۱( 


ن*+۱ ن*+۱ 
a OOF SOIL |‏ 
1 ۴ 1 
۱ -(-۱))۱ 


ا | م 
4 
لل . د س = 


ن+۱ 
ن عددا زوجیاسه 1 ۱ -(-۱)) = 
. :+ 
ن عددا فردیا سه JL00 ۱ ٣‏ ۱ 


)١ -‏ = صفرا 


ا 


۱ 


| قال] إذا گان ك عدا سیا میجبا فائیت آن :| س روس م | س س دا 
1 
ك+٠ ٤‏ 


۱ 
ك 


أ ۱ 
= | ق (س) . د س + ,| ق (س). د س ا 


على ح» ج عددا حقيقيا غير الصفر فاثبت أن : 


إذا كان ق متصلا 


aT 0‏ 3 ء۶ 1 ا 
مثال إذا كان ق متصلا على [- أ٠‏ أ ] فاثبت أن : ,| ق (س).د س = |( ق (ش) + ق (-س) ).دس 
أ أ أ 
الطرف الأيسر: ق (س) + ق (-س)). د س = ,| ق (س). د س + )| ق (-س) . د س 


1 1 ا 
سه | (ق (س) + ق (-س)). د س ۔ ,| ق (س). دس + | ق (ص).- د ص 


,| ق (س). د س + | ق (ص). د ص 
۰ أ 
۔ | ق (ص). دص + ,| ق (ص). دص ۔ 


@m‏ ق(س)+ق(أ-س) '؟ 


5 ص ١١‏ - س هھ د = - اه 


أ 
= ,| ق (ص). د ص + | ق (ص) . د ص 


أ 1 
,| ق (ص). دص ۔_ ,)ا ق (س). د س 


دأ » س-أسه ص = ۰ 
o 2-8‏ أ »ةة 
ا أ ق (أ- ص) .دص _ ق -١(‏ س ) .د س 
ق ( أ - ص )+ ق (ص) ٠‏ ق ( أ - ص )+ ق (ص) ۰` ق( - س )+ ق (س) 
| ق (۱- س) + ق(س) - قاسا . ر س باضافة وطرح ق (س) للبسط 

ق ( أ - س ) + ق (س) 

ق (س) 
ق ( أ - س )+ ق (س) 


استخدم القاعدة )١(‏ أعلاه لإيجاد قيمة 


٣ اس .دس ر‎ 1 AD 
اس + ا٣س آ‎ ۰ 


استخدم القاعدة )١(‏ أعلاه لإيجاد قيمة 


Ls 
ا ف‎ | 
جاس+جتاس‎ 


TI 
جاس .د س‎ 


جا س + جا( - س) 


[ مثال | الشكل الجاور يشل منحنى الاقتران ق على [., ۲] جد أكبر قيمة مكنة للتكامل : 
1 


ق (س) 


| ( ۳ ق (س)+۱). د س 


HD‏ آ < ق (س) 


< ق (س)‎ ٣1 
۱ 


۵ 
۵ 


۷< ۲ ق(س)+۱ < ۱1١‏ 
بس 


۲ 


1 ۴ 
۷.د س < |(۲ ق(س) + ۱د سج .| 1.د س 
: 


: 
UE‏ 1 (-۰) سم ٤‏ )س + ادس د Pr‏ 


.. ١هي‏ أكبر قيمة مكنة للتكامل 
[ مثال] إذا کان | ق (س) - ۷| < ١‏ لجميع قيم س 3 [., ]١‏ فما أكبر قيمة وما أصغر قيمة للمقدار: 
۴ 
| ق (س) . د س 


۱< ق(س)-۷‎ <١ - پڕ‎ ۱١< ق (س)-۷|‎ | HD 
۸<) هھ 1 < ق ( س‎ 
۳ ۳ ۳ 
تی | قاس ا ردس | هدس‎ |. 
۳ 
س آ۴ ]ا ق اسا دس د۸‎ 
۳ 


سه ۱۸< ]| ق (س).دس < ٣٤‏ 
أصفرقيمة ‏ أكثر فة 


إذا کان ق (س) ‏ ۷ لجميع قيم س 3 ]۳١٠-[‏ فماأصغرقيمة للمقدار: 
۴ 


1 (۲ ق (س)-۳) .د س 


pm 


۱۱ ڳگ٣۳-)س( سه ق‎ (٤ ق(س) ڳ‎ ١ ق (س)اڳ ۷ سه‎ i 
۳ ۲ ۲ 
)۱- - ٣۳(۱۱١۱ ق (س) -۳) .د س ڳ ,| ادفو ها ق (س) ۰ ۳) . د س ڳ‎ Pl 


| (۲ ق (س) ۰ ).دس ڳ ٤٤ ٤٤‏ أصغر قيمة للمقدار المطلوب . 


Lg ٤ 9‏ 
دون إجراء عملية التكامل بين أن : . < | س جا س . د س 


O... Tسو.‎ AD 


.و جاس < ١‏ لکلس 3[ ..7]... © 


من (۲(.)۱ )سه .< س‌جاس < 7 


7T. 


Li 
r. س ووس 2 ا س چا س :دهن‎ 


.T 
| 
)۰-۳(7 < هوه ۳(۰ -۰) < .)س جاس .دس‎ 
۲ 7T 
T> س جاس. د س‎ |] <. ES 


2 


دون إجراء عملية التكامل بين أن : | | سر "+ ۲ .د س تنحصر قیمته بین ۲ ۲۰۲۷ ۲۹۲ 


T> 
(۰-۳) 4} > .اس‎ < 
jr > Els 


a 
۲: آ س سا .وسن تتحصر قيمته بین‎ ™ 
باكمال الربع في س‎ 


ص le‏ شی( ےمد را - س ٩ - ۱+)١+‏ -(س- ۱آ 


١ .‏ و ٠آ‏ التمثيل البياني لق هو النصف 
افرض ق (س) = 5( سن )١١‏ العلوي لدائرة مركزها ( ٠١١‏ ) ونصف قطرها 


وحدة واحدة . 
ھت وا س سا وم س 
٣‏ ۲ 1 
پا داس و .| ۲ س - س . د س < ,)۱.د س 
د چ | اسسا بوس چ ١ر۴‏ سه 


افرض ق (س)= إ۲ س - سآ » س 3[ ۲۰۰] 


استخدم اختبار المشتقة الأولى لإيجاد القيم القصوى المطلقة للاقتران ق 


2 f: 
E =)١(ق‎ , ۰ عندس=‎ 
ا یی‎ 
۰ =)( عندس = ,ق‎ 
١ =)١( يوجد قيمة عظمى مطلقة هي ق‎ ١٠ عند س‎ 
٠) سه , ج اس - سا ج‎ 
۲ 7 
س ,| دس ج .| س - سا . د س ج ,| ۱.د س‎ 
1 
)۰-۲(۱ هھ ۰-۲۰ ) ج ,| اسسا .دسج‎ 


.دس < ۲ 


[ملاحظة] يمكن استخدام الطريقة (۲ ) في حل أمثلة سابقة مشابهة لفكرة هذاالمثال . 


| مثال] إذا كان ن عددا صحيحا موجباء فما هي مجموعة قيم ن التي جعل المساواة 


۱ 
ن 
> جا( 2170( جتا( ن ]7) )١۱-(=‏ 


ج ج صر 
0 


ن 
)(١۰-( =‏ سه .. ن عدد زوجي موجب 


ا 
قذفت كرة رأسيا للاعلی بسرعة ابتدائية قدرها ١١‏ قدم / ثانية من على ارتفاع ٩1‏ 
قدما عن سطح الأرض, إذا علمت أن تسارع الكرة يساوي ١۲‏ قدم /( ثانية.ثانية ) 
فجد ما يأتي : 
)١(‏ أقصى ارتفاع تصل إليه الكرة عن سطح الأرض . 
as la i i E E‏ 
(۳) سرعة الكرة لحظة اصطدامها بالأرض . A‏ 
iD‏ | تان غا ن -۲۲ ن + جر 
لکن ع (۰)= اسه +)۰١ (۳٣۰١۱١‏ ج سه ج اا و سطح الارض 


.ع (ن)=- ۲ ن+1) نقطة المرجع 
(نقطة الأصل ) 


ف رن )| ع(ن).دن een eB as Oe Foe‏ +۱1 ن + ج 
۲ 


لکن ف (۰)= ٩۹1‏ و اد ع ( 247(1 هھ ج,= ٩۹1‏ 
.. ف ( ن )= - ۱1 ن +۱1 ن+ ٩1‏ (ارتفاع الكرة عن سطح الارض عند اي لحظة ن ) 
)١(‏ تصل الكرة أقصى ارتفاع عندما تنعدم السرعة . 
۱ 
ع (ن)= ۰ سه ۲۲ن += ۰ سه ن“ 
أقصى ارتفاع تصل إليه الكرة عن سطح الارض = ف ( > ٩1+) (١1+١) (١١٠5)‏ د ١‏ قدم 


(۲ ) تمرالكرة بنقطة القذف عندماف = ٩1‏ 
af =‏ ن۰ ن =۱ 


۱٩ ٩1‏ ن ۱٣+‏ ن ٩1+‏ سه نان = ۰ سه ن (ن-۱)-= 
ثانية واحدة هي المدة الزمنية التي ختاجها الكرة لتمر بنقطة القذف في هبوطها للأسفل 
() تصطدم الكرة بالأرض عندما ف = صفرا 
- ۱1 ن +۱1 ن+41- . هھ نا - ن - 1= .۰ 
سه (ن-۳)(ن +۲ )= ۰ 
pem‏ ن = ۳ ن = 


ع( )۳(۰ )1= ¬ 0 قدم/ثانية 


| مثال] يتحرك جسيم على محور السينات بحيث إن سرعته ع (ن ) = جا (ن) وحدة اثانية . 
إذا علمت أن الجسيم يمر بنقطة الأصل عندمان = =2 . فجد أول زمن يلي (ن = 2 ) 


ا 


ف (ن )=| ع( ن).دن= |جان.دن= جتان + ج 


لكن ف( ٠=)‏ سه ا رج د. سه جد 


FP} 
f 


۳ 
e‏ ف رن) .ا - جتان 


* مر الجسيم بنقطة الأصل عندماف = ٠‏ 


جسيم يتحرك في خط مستقيم بتسارع قدره ت =(1 ن + )٤‏ م/ ثا 
إذا علمت أن سرعة الجسيم الابتدائية ١‏ ۳/ث ٠.‏ فجد المسافة التي يقطعها الجسيم 
في الفترة الزمنية | *» ۳ ] . 
HD‏ ع (ن) = |( 1ن + .)٤‏ د ن = ٣‏ ن ٤+‏ ن + ج 
لکن ع(۰) = ۲ سه ٤+ )١(۳‏ (۰)+ جد سه جدا 


ع (ن) = ۳ن ٤+‏ ن +۲ 
۴ ۳ 
فا ۳ا |١‏ دن سه ف |۴ نه قادن ناء ناا 


gO eti Fee AFTEIS 
مترا عن سطح الأرض فتحرك بتسارع قدره‎ ٠١ مثال] قذف جسم رأسيا لأسفل من ارتفاع‎ | 
م / ث'. فإذا علمت أنه اصطدم بالأرض بعد ثانيتين من لحظة قذفه . فجد‎ ٠٠١٠ 
ع ن)=] .دن = ١١ن + جر‎ 
ف (ن) |۱۰۳ ن ءج | دن == فن + جر ن + جم‎ 


لکن ف )١(‏ ١٣س‏ - ۰(۵ )+ ج (۰)+ج ١‏ ٠٣اه‏ جاد م 
۱ ۴ 


كذلك ف ٠ =)١(‏ سه ١(۵‏ )+ ج(؟ ٠١+)‏ .سه ج =-۵ 
.ع (ن)= ۱۰ ن-۵ ۰ 
ع( )= - °( ۰0)- ۵-0 م/ث 

السرعة الابتدائية للجسم = ۵ م / ث باجاه الأسفل 


وهو متصل قابل للاشتقاق فى مجاله (١٠“ه)‏ 

حیث هھ عددغير نسبي VS‏ ونسميه العدد النيبيري ( العدد الطبيعي ) وهو العدد 
الى بجغل مساحة اننطقة حت مخحتى الاقتران من من ع١١‏ إلى ع “هف تساي 

ت ع ب 


وحدة مساحة واحدة . 


انظر الشكل الجاور 


الشكل الجاور هثل منحنى لوس 


#حظ أن: 


مشتقة الاقتران اللوغرتمي الطبيعي 


1 


1 2 
0 إذا كان ق(س) = لوس » س > >»٠‏ فإن ق (سا س 


إذا كان ق (س) = لو لسا , وكان ل(س) قابلا للاشتقاق فإن : 


إذا کان ق (س) = لوال س| وکان ل(س) قابلا للاشتقاق فإن : 


2 
ل (س) 
6 شا ل(س) ⁄ 
س) 


ا 4 
إذا كان ق (س) = لول ١ءسا‏ , فجد ق (س) . 


ن س ,ص عددين حقيقيين موجبين, ج عددا حقيقيا فإن : 
.ص = لوس + لوص 
هھ هھ 
1 
لوس - لوص وكحالة خاصة لو س 
هھ ھے هھ 


ملاحظة: تستخدم خصائص اللوغرتمات في تبسيط الاقتران قبل عملية الاشتقاق 
وذلك لتبسيط عملية الاشتقاق . 


0 
إذا كان ق (س)= لو E‏ 
ED‏ + س 
ق (س) = لو(ساجاس)_ لو ااءس 


۱١ 


۳ 2 
جا ٣‏ 
لوس :لو چاس لو(ا+س) 


تكاملات تتضمن اقترانات لوغرتمية طبيعية 


دس - لو|ق (س)| + ج , ق (س) چ . 
ھے 


3 ۲ 
مثال | ۳ س +۱ اشن 


۱:* شن‎ 
DD 


البسط مشتقة المقام 


۲ 
أ س+١‏ .دس = لواسا+س +| + ج 
۳ ج 

س + س +۱ 


جتاس دالش = لو|جاس| + ج 
جا 2 


.دس - 1 لواظا۳س +ه٠|‏ + ج 
۳ هھ 


مثال جد | ظا (۵س*۱۶) . د س 


E ) ٣س2 ظا (س۱) .د س ے | جا‎ | AD 
۵ 


.د س د 


الاقتران الأسي الطبيعي ( مشتقته وتكامله ) 


يدعى الاقتران ق (س) = ه“ حيث س عدد حقيقي ؛ ه: العدد النيبيري 
الاقتران الأسي الطبيعي . 


لاحظ أن رسمة الاقتران م" تقع أعلى محور السينات 
§ 5 س 
أي أن ه > صفر لكل س عددحقيقي . 
كما أن منحنى م يقطع محور الصادات عند النقطة 
(١ ٠٠(‏ أي أن ه١‏ 


چ . 
ق(س) (س) ۔ 
) هھ 2 ق( 


جد المشتقة الأولى لكل من الاقترانات الاتية : 


۴ 
س ۱ 
ص = هھ 


د ص 


د س 


ea | 


١ » a 
E -(ھ - ھگ)‎ = 


العلاقة بين الاقتران اللوغرتمى الطبيعى والاقتران الأسى الطبيعى 


م إن كلا من اقتراني اللوغرتم والأس الطبيعي 
هو معکوس للاخر. 
فرسمة كل اقتران منهما هي انعكاس 
لرسمة الاقتران الأاخر في المستقيم 
ص = س . 
انظر الشكل الجاور 
( «حظ أن المنحنيين < يتقاطعان ) 


والجدول الاتي يبين خصائص منحنييهما : 


۾ لو س ) صفر . س)٠‏ 


لوس ( صفر , سر١‏ 


= صفر 4 س = ۱١)‏ 
س 
۵ هھ متزاید على )٥٥۰۵0-(‏ 


منحنى و مقعرللاأعلى 
على (-۵0؛0٥)‏ 


6 وما أن كلا من اقتراني اللوغرت والأس الطبيعي هو معكوس للاخر تتحقق العلاقتان الاتيتان : 


س لوس 
وه = س ے لس » س>۰ 
قاعدة 


لو ق (س) 
ق » 
-a‏ ق ( س ) , ق(س)>۰ 


: للتحويل من الصورة اللوغرتمية إلى الصورة الأسية وبالعكس‎ ٠ 
لو س جه س ےه سء‎ =z ص‎ 
5 :)١( ملاحظة‎ 
تستخدم العلاقتان السابقتان في تبسيط الاقترانات وذلك لتبسيط عملية الاشتقاق أو‎ 
: التكامل كمافي الأمثلة الاتية‎ 


جد مشتقة كل من الاقترانات الاتية : 


س - س س 
س (- هھ )+ هھ )١(‏ = هھ 


۶ 
أمثلة مت 


مثلة متنوعة 


| جد مشتقة كل من الاقترانات الاتية : 
7 ص ١‏ لو( ٣س‏ ھا 


پ لو( س+۲(۲.)۱ س+١)۲‏ 


هھ 
= ( £ س +۲ )+۲ (£ س+؟) لو( س*+١)‏ 
هھ 
هھ 


۳- ۳ ںا‎ 
e 


جد مشتقة كل من الاقترانات الاتية : 


إذا كان ص+ لوس ص)۔ ۲ فجد س عند النقطة (إ١٠)‏ 


a 
)۳( إذا کان لوق (س) = سرا - ۲ س - ۲ فجد ق‎ 
هھ‎ 


س این 


لوق س ۔ سا۔۲ س - ۲ سه ق س) = هھ 
ھ 


(اسن ا ند ت (۳آ۔ (۲-٣‏ 
که ۰(س-۲) سه ق(۳ )= هھ a _ (T-()1).‏ 


eT e 


ے 


۳ ه ھه ص س 
باشتقاق طرفي المساواة — ١۱-ص‏ = ھ ہمہ“ ص 
۱ ا هھ ۰ ص ۱ ف 
عندماص = صفرا وه ١-ص-=‏ ه هھ ص _ ص 


سه ص (ه+ا)د١٠‏ سه ص 1 


ھ+ )۱ 


لو : i‏ : 
إذا كان ق (س) = ھه + (۴س+ 0 ۰ حیت س ؟ س فجد ق (*) 
اھ 
۵ س 
CD‏ ق ( س ) = هھ + ۲لو (١س+١)‏ 
هھ 


)۳( ۰)+ ا( 


| ذا کان ص لو | س + اناا > فأثبت أن: 
ھے 


اتطرف الان :سا ص 2 سن ص + ص 
1 
ل ( جتاإلوس| , جا إلوس|) + س جتا|إلوس|. 


جقاالیوسدا جا إنپرککء جتارليو سا جا اليتس صفر 


| ۱۲] إذا کان ص = ھے جا باس آ٬ب‏ 3 ح فأثبت أن ص - ۲أ ص + 


اس أ س 
۔ ب + جا باس م أب ھ جتا ب س 
أ أ أ 
ء س , س اس , 
ص = ب ھ .”جا ب س .ب + جتا ب س .أ به +أجا بس .أه +ه. 
۽ اس أ س ۽ اس 
ا ا 


الطرف الأمن : i‏ ۴أض *ا ا | ص 


۽ اس أ س أ س ء أ س ۽ اس 
E E SE RG‏ ۾ جا ب س) 


۴ 
اا ا جا ن 


اس أ س أ س ۽ اس 
= - ب هھ چا ب س ۱۴١‏ ب ھک جتا ھن , اھ جا باس ۱۲ ب ھک جنا ب س 


۽ اس : ۽ اس 
پان اھ چا اشن ےتا ھک راا بای 


ص 4 ٣‏ 
= س + ص » فأثبت أن : دض _ ١‏ - س ص - ص 
+ سص-١‏ 


+ جاس ‏ ,ي ۽ ر 
إذا كان ص = لو ر| 7ج ٠‏ فاثبت أن: “ك 
هھ کم 


د س 


ص 


إذا كان ص = لو ظا | | › فأثبت أن : ڈگ = قتاس. 
هھ 1 بين 
فا ).ا 
۳ 


ظا| | 
۲ 
جتا | | 
8 1 ۱ 
آ چتاآ س | جا( سم جا | | جتا | حا 
۳ ۲ ۴ ۲ 


إذا كان ص د لو ه » فأثبت أن : صرآ+ س ص = صفرا 
س 


5 س 


دص س -) 


ایق أ السا 
ا 
الطرف امن : صآ+ س ص 
| + س ا 1 1 


EEE 


جد اتتكاملين الائيين: 
© | قاس .د 


| قا س ا ء قاس (قاس+ظاس) 


(ب) | قتاس. د س 
@ 


قتا س( قتا س - ظتا س ) 
| قتاس .دس ا فسات سل 


( قتا س - ظتا س) 


جد التكاملين الاتيين : 


دس 
lS‏ 


9 سلوس. لو إو 


© م س 


TTT‏ ,) لوالوس) 
هھ هھ ج هھ 


إو الوها] وا لوال ا) نووا 


ھ 


ETE‏ | وس 
IEEE‏ ۰س =| 
| ها۲ دس = ]۰ س۴ا دس دہ را۴ سا 
A= (JF) FN) =‏ 


۱ 
جد | | هھ -ا| . د س 


-) 
نعيد تعريف اقتران القيمة المطلقة دون استخدام رمزالمطلق . 


س 
هھ ا=. ےھ س 


1 ھّ | ا کا و )داش | ف اد 


» 


1 
س ها ءاه _ س).ا 


<a ۰‏ ۰ -) 
5 (۰- ه)-(-۱- ها )+( ھا ۱)-( هف -١)دھ+ھ۔؟۲‏ 


۴۳ ۴ 
| اھ١‏ ا( ههه رس 


س -س - اس اس - اس 
هھ هھ + هھ ).دس |( هھ ++ هھ ).دس 
س - اس 
۽ ۲ س ے 


1 )١+ س |[ س‎ | ٠ 
س ل ود ا‎ 
١ س ا‎ ral 1 DeNEal 

| لو ااه |٠١‏ نولاء ۲)٠١‏ (لو؟- 


»- اواج 3| واج |= 


فد 
| لول 
1 هھ 


د ۱ 
ا 
۽ اس ع 


6 
@ ا جتا(لوس). 


اوا اا تا 


۰ 1 E. 
١-له‎ = ) آه _ | جتاصفر + جاصفر‎ ٤ 


7 
هھ ٤اھ-١‏ 
سه أوآت وي سه آذ سه 


إذا كان ص ه ” فجد قيمة ج التي خقق المعادلة ص ٣-٠‏ ص ٠+‏ ص = 


( ص ج شا 
ص = ج ھ 
2 ۽ ج س 
ص = ج هھ 

ر ج س ج س ج س 

ص - ٣ص ٣+‏ ص= ٠‏ هه جا ٣ج‏ هھ چ © ت 
ن 1 

سه هھ (ج - ۳ج +])=. 

ج س 

ه ل . (جميع قوى العدد النيبيري ذات قيمة موجبة) » (ج ‏ ٣ج‏ +])=. 


سه (ج-)(ج-ا)=۰ سه جداآ, ج دا 


إذا کان س هھ + آ١‏ س _ لو( ص١)‏ ۴ فجد ص 
هھ 


@ باشتقاق طرفي المساواة ضمنيا بالنسبة ل س 
7 
کے 


ص ر ص 
س ھ ص +ھ +)(١(‏ ؟ ‏ 
ص ١+‏ 
ص ص 
١‏ | => ۲-۰ هھ 


7 
ص | س هھ _ 
ص + ١‏ 
ص 
ا (-۲- ھا)(ص +( 
ف ے 
ص + ١‏ س هھ (ص+() - ١‏ 


إذا کان | ق ( س) . د س 


2 ا اسا دس ے ( س( جا( لو ) _ جتا(لو))ء ج ) 
د س د س 


ق (س)= س (جتاا و ).د + جا( لو ) 3°( + (جا( لو“ )__جتا(لو)(١)+.‏ 


ص( 


سس( ج ( لھ ے جما( ل ]) + ج + فج ق (س) 


= س ب (جتا( لو ), جا( لو )) +( جا الو“ )_جتا( لو )) 


جتا( لو ), جا الو ), جا( لے )۔ جتاا )ا جاا(لوس) 


( س )= ۲ جتا( له“ ).ل = جتا(لوه) 
ق ( س) : هھ س س ' هھ 


جد معادلة المماس لمنحنى الاقتران ص۔ (س (١١‏ ھ ے۲ لو س + ؟ عند النقطة ( ١١‏ ؟) 
۲ 


5 ا 
میل المماس ۔ کے ۔ (س-١)‏ هھ , ھا(ا) ہے 
د س س 


١ ١ 
هھ ھپ آدهھه+ا‎ )١-١( 
۱ 


عند النقطة ( ١‏ ۴ 2 ۔ 


د س 


معادلة المماس : ص - ؟ = (ه+ ١‏ )( س )١-‏ 


J 
إذا كان ق (س) ہے ھ . لو س فبدون حساب التكامل ما إشارة ا ق ( س ) . د س‎ 
۲ 


هھ 
افرض ق (س)ء م “؛ ق(س)= لوس سه ق(س) = ق(سا ق (س) 
۶ هھ 


دو ۳ ۰ لکل شو کر جم فی انعد ایی 
۲ 


ذات قيمة موجبة 
لوسش. لکل س1[ ]١‏ انظر الشكل اجاور 


9 
ق (س) ق (س) ےھ ۳ لوس لآ٠‏ لکل س3[ ]١۱١‏ 
۱ ۲ هھ ۲ 


/ 
۱ 


ما أن ق (س) رر ٠‏ لكل س3[ ]١٠١1‏ ا اشا د د 
۲ ۲ 


۳ 
لاں . د س 


1 r 
)' س‎ -١( ) س (۱- شش‎ 


f ۳‏ 
د کے فیس ے ا لو|ا- س + ج 
۲ 1 هھ 


( “سن ') 


جسم يتحرك في خط مستقيم بتسارع قدره 


فوا و2 . قدم /ث' حيث ۰< ن بام » جد سرعة 


الابتدائية ۲١‏ قدم /ث . 


0-8) | O 
۱+ ن‎ 


= ٤ن‏ - (ن +۱ )+۳ لو |ن +| + ج 
ھے 


| دن 


لکن ع( ۲)۰ ۲٢ )۱+۰( -)۰ (£٤ n‏ لىإ +| + ج دا۲ 
و 
عن ) = ٤ن‏ - (ن + )+۴۳ لو (ن+1) +۳ , »< ن <۲ 
ھے 
f ٤‏ 
| ۳۹] جسم يتحرك في خط مستقیم بتسارع قدره ت (ن) ‏ - (ن+١)‏ قدم / ث' 
الجسم في ١‏ لفترة الزمنية ]٤٠٠١[‏ . 
el‏ .دن = 
لكنع(۰)؟۲ ١‏ 
. ۱ 
ع (ن) = + ) 
(ن 
المسافة الكلية التي يقطعها الجسم في الفترة الزمنية ]٤١١[‏ 


)١+*ن(‎ 


ق (س) 
مشتقة [ حیث أ عدد ثابت موجب و ق ( س ) قابل للإشتقاق 
ق (س) 

ق( س) ق (س) لوا 


و لاجاد م شعقة ١‏ تحدكاية أ ٠‏ على الصورة الكافة ٠ه‏ قم تشقن باخام 
القواعد المعروفة لدينا. 


اكان .كن د۸ قجد 


جاس 
. لو .جتاس د١‏ 
د س هھ 


ق ( س ) 


إذا كان ص = أ , حيث أ عدد ثابت موجب و ق ( س) قابل للإشتقاق 


2 ء۶ ا 
ثبت أن : ك = ص لوا . ق (س) 
د س هھ 

ق (س) 


ق (س) 
تكامل ا حيث أ عدد موجب # يساوي الواحد و ق (س ) اقتران خطى 


ق (س) ق (س) 
لإيجاد تكامل أ نعيدكتابة اأ على الصورة المكافئة  ٠‏ 
باستخدام القواعد المعروفة لدينا. 


جا س 


mM‏ ان لوه“ سلوه 
و ت کک 


| 


مشتقة لوق (س) , حيث أعدد موجب لا يساوي واحد , ق (س)> ٠‏ و قابل للإشتقاق 
أ 


٠‏ لوق س 

اإيجاد مشتقة لو ق (س) نعيد كتابة لوق(س) على الصورة المكافئة ر 
1 ا لوا 

باشتخدام اتقواع د العروفة كينا : 

اکان کنو و ١اا‏ و ت 


۲ دس 


O 
ظضن هه‎ 
لوا‎ 
ھ‎ 
د ص ۱ 1 س 2 1 س‎ 


لوا راسا راء لوا 
ھے ھه 


إذا كان ضن د لو ها ر في هه 
1۰ 


د س 


ر ص لوه س لوه 
j 4‏ 


دص لوه 
4 


د س 


طرق التكامل 
في كثير من الأحيان نصادف تكاملات # بمكن حسابها باستخدام قواعد التكامل 
السابقة . لذلك # بد من استخدام طرق أخرى قول هذه التكاملات إلى صورة قابلة للحل 
بإحدى القواعد المعروفة لدينا. 


والطرق التي سندرسها هي : 
١‏ طرقة الكمل باتكسم هة 


. طريقة التكامل بالتعويض‎ _١ 


۴_ طريقة التكامل بالأجزاء . 


تكامل الاقترانات النسبية 


8 ء (س) 
يسمى ق ( س ) اقترانا نسبيا إذا أمكن كتابته على الصورة ق (س)- ۶ س 
ل ( س) 

حیث م ( س )ءل ( س ) کثیرا حدود . 


التكامل بالكسور الجزئية 
م (س) 
ل ( س) 


افرض أن س اقتران نسبي , وأردنا إجراء ا 


س 
سنواجه حالتین : 
في الحالة الأولى تكون درجة م أقل من درجة ل . 
وفي الحالة الثانية تكون درجة م أكبر أو تساوي درجة ل . 


ه لإجراء التكامل في الحالة الأولى نحلل المقام ل ( س ) إلى عوامله, ونكتب الاقتران 
النسبي لل كمجموع لكسور جزئية ثم جري التكامل . والمثال الاتي يوضح 


ل ( س) 


طريقة الحل . 


نے . د س 


مثال ج 


٤ س‎ ٣۔اس‎ 


@ نحلل مقام ااقتران النسبي إلى عوامله . 
۵ س ۱۰ ۵ س ۱۰ 


سرا۔ ۴ س ۽ (س-٤)(س*+١)‏ 


نكتب الاقتران النسبي على أنه جمع كسرين جزئيين على النحو : 
۵ س ۱۰ ا ب 
© = 4+ 
( س - ٤‏ ) (س+١)‏ س - ¿٤‏ س ۱١+‏ 
ولكي جد قيمة الجهولين أ و ب نعود لجمع الكسرين في الطرف الأيسر لنحصل على المعادلة : 
۵ س ۱۰ أ ( س ١+‏ ) + ب( س )٤-‏ 
( س - ٤‏ ) (س+١()‏ ( س - ٤‏ )( س )(١+‏ 


ويترتب على ذلك خقق المتطابقة : ۵ س ۱۰ = أ ( س (١+‏ ) + ب ( س )٤-‏ 
والان جد قيمة كل من أب بإعطاء قيم محددة ل س ولتكن أصفار مقام المكامل . 


عندماس = -۱: ۵ -)-°=(-۱+۱)+ب(-۱-£( 
س - ۱۵=- ۵ب سه بد٣‏ 


)٤-٤(ب+)١+‎ ٤ أ(‎ =١ -)£(0 عندماس=£:‎ 


س .للأ به أا 


۲ | ۳ 
.دس +| س .دس 
س - ٤‏ س ۱١+‏ 


الواس-٤| ٣+‏ لو|س*+۱|+ ج 
ادت 


أ ( س ١١+‏ )+ ب ( س -۷) 
(س - ۷) (س+١۱١)‏ 


۱ = ا( س+١۱()+ب(س-۷)‏ 


بوضع س۰ ۱۱: ۰(۱ +)(۱۱١۱۱‏ ب )۷-۱۱١(‏ سه ي 
A‏ 


pe (۷V-۷(ب+)+۷ (=١‏ آ ا 


:V= 2‏ 
۱ ۳ 
| د س ۔( ۸ ۸ 
EGET E‏ . د س ر 0 
TETER‏ س -۷ س ١١+‏ 


۱ 
اا وات ج 
۸ 5 ۸ هھ 


أ ( ۲س +۳ ) + ب( س )۱١+‏ 


1 
کل د اد + e r‏ 
ی ( س + ۱)( ۲س +۳ ) س+۱ ! س+۳ ( س (١+‏ )( ۲س +۳ ) 


س =( س +۳ ) + ب( س )١+‏ 
- ا ٤‏ ّ ۳ 
بوضع س ل : a Ooi‏ اد 


ت 
EH‏ 
. 

E8 


ت ٣‏ ء۶ 
أ( ۴( ا | +( + gq (I+ — JT)‏ ت 


بے لو |اس |۲٣‏ +ج 
۸ هھ 


ا ب _ ا (س+۲)+ ب (س+۳) 


س + ۵ س +1 (س+۳)(س+۲) ٤‏ س +۳ س +۲ (س +۳ )(س+۲) 
سه س ۔ ا (س+۲)+ب (س+۲) 
بوضع س۰ ۲: ۰(۲ ۲+۲)+ب )۳+٣٣۰(‏ سه ب-۲ 
بوضع س -۳: ۳-۰ (-۲+۴۳)+ب(-۴۳+٠)‏ سه م 


۲ 1 

- ۳ 

e | د س‎ . | el 
س + ۵ س +1 ,) س+۲ ,)ا س*‎ 


« 


۲ 


لو اس* ۱۳| _rلواس*‏ ۱| 
ھ « لے ۰ 


۔ ۲( لو( +۳)- لو۱ ۲۰)) - (‘gl (gl)‏ 
٠‏ (لوه- لو٣)- ٢‏ (لوء -لوا) لو -١٣۵‏ لو۷ - لوااء لو٤‏ 


1۵ 
= لو س 


هھ ۰۸ 


ا ( س - ٤‏ ) + ب س 
س(س-٤) ٠‏ 
سه ۵ س ۱۲-۰ = ا( س -٤)+ب‏ س 
۲-۵ -(٤-4)+ب(٤)‏ سه با 


۲-0۵( °-£4)+ب(۰) سه 


ن 
ا جد ۳ 
س 


أ ( س + ۵ ) + ب ( س - ۲ ) 
@ 4 ا 


+۵0( 
+ ۵ ) - ؟)( س 
۵( س - ۲ 
+ 
(س - ۲ )( س در سر 


۷= أ ( س + ۵ ) + ب ( س - ۲ ) 
هه ۷ 


ب = - )۱ 
جهھ ي 
۵: ۷= )-0+0(+)-1-0۵0( 
بوضع س = - : 


= pee 
(T-T)o+(0+1)Î=V :f 
= بوضع س‎ 


SSS‏ ّ 1 1 . د لس 
| . ددس + 
. د لس 
* +۵( س - + ۵ 
( سر ) ( س ندر 


+۵ | + ج 
1 لوا س 
|س-۲ | - 
+ ج 
0 
ن 
س + ب 
eT Tl.‏ 


٣ 
= 
۱ 


ددر 1 ندر ب ) 
ل ۳ ندر ل ) +1() ٍ 
أ ) ( سر ( نس | 2 + 
( س + + + 


١‏ = م( س + ب )+ ل (س+ا) 
u‏ = 
=١ :‏ م (- ب +ب )+ ل( - ب +ا) 

بوضع س 5 پ: : 


1 
أ + ا —-————— م ——— 
أ : =١‏ م(-أ+ب)+ل(-أ+أ) 
پوضع س ۱۰ 


ب ا 


کے 
| ا ( 
( س ()١+*‏ س + ب 


1 کے 
با 


1 س + ب 
س ١+‏ 


+ ب | + ج 
بس 
لوا سء أا - ل لوا 


ب | 
پت 


۱1 
۱ (۳ س +۳()(۱ س+١()‏ 


في بعض الحالات والتي يكون فيها بسط الاقتران النسبي هو مشتقة مقامه 
أو مشتقة مقامه مضروبا في عدد . يكون من الأسهل إجراء التكامل باستخدام 


2 
القاعدة : | ك .دس = لو | ق(س)| :ج بدلا من استخدام الكسور الجزئية . 
ق ( س ) ڪ 


1 + ۵ 
مثال | جد | دس 
۳ سې ۵س ۱۷ 
من غير المناسب استخدام الكسور الجزئية لإجراء التكامل . حيث ملاحظة أن البسط هو 
مشتقة المقام بمكن إجراء التكامل فورا باستخدام القاعدة السابقة . 


@ 


1 + ۵ 
| کا .دس = لو |۲ سآ وس -۱۷| + چ 
ھ 


۴ ساپ مس ۱۷ 


& ( س ) کے 4 
تكامل الاقتران النسبى ٣‏ , حيث درجة م أكبر أو تساوي درجة ل . 
ل(س) 
لإجراء تكامل الاقتران النسبي في هذه الحالة نستخدم القسمة الطويلة لقسمة البسط 
على المقام . لتعطينا الناج كثير حدود. مضافا إليه الباقي على المقسوم عليه ( اقترانا نسبيا 
درجة بسطه أقل من درجة مقامه ) . 
حيث يكتب الاقتران المكامل على الصورة : 
کس : ر(س) 


حيث ك :الناج ؛ د:الباقى 
ل ( س) ل ( س) ح 


وعليه فإن : 


الكبرى إلى القوة الصقغرى ) . 


٤ :‏ ۳ ۲ 
مثال جد | ٣سا‏ ١٣ش‏ > وس دس ل .دس 
سآ س _ ۲ ۴سآ )ر 


@ ۴د ے١‏ سا ۵ اسای س _ | سآ و فس ۲ 


۲ +۳ ٤ 
± سا‎ ۴ 
I EE أجر عملية القسمة الطويلة‎ 


لتحصل على : ساپ س ۱ 
ٍ ۽ سآ س + ۲ 
rE ۲ ۳‏ 
٣س‏ + ٢اس‏ - ۵س + | ے ریرآے ر ١ ١‏ 
سآ پ س ۲ سآ پ س _ ۲ 
۱ 
ارال کو 
س ہے س ۲ 


سآ پ س ۲ (س+۲)(س-۱) س +۲ (س +۲ ) (س ۰ )١‏ 
qu‏ ك أ ( نس - ۱ )+ ب ( س +۲ ) 


ضع س ١‏ : ۱ ١(١-۱)+ب(١+۲)‏ سه ب= 


ل 
۳ 
ل 


ضع س٠‏ ۲: =١‏ أ(-٠۲١-١)+ب(-٠١+۲)‏ سه أ 
۳ 


: ۲ سسا ۲ س د سا س ا u‏ | 
سآ س _ ۲ 


= سا ۽ س _ لوا س +| + لوا س-١|‏ ءج 
هھ ۴ ٠‏ کے 


1 
۴ 


س ۳ 
سآ ٣‏ سآ ۲ س _ ۳ | سما 
+ سآ ۽ س 
٣سآ‏ س ۳ 
س'_ ٣‏ سآ F۴‏ س _ ۳ ٣سا‏ دا 
سآ + ١‏ 


, ٣۳ س‎ ٢ سآ‎ ٣ سآ‎ ۱ 


نرتب حدود البسط والمقام تنازليا ( من القوة 
الكبرى إلى القوة الصغرى ) ثم جري عملية 
القسم الطويلة . 


هه ۱07س +آ = أ ( س ٤+‏ )+ ب (۲ س) 


بوضع س =-£: -۱۵(- )+۲ ا(-٤+٤)+‏ ب (۲(-£)) هه ب ۔ 1٣‏ ے ۲۱١‏ 
٤ ۸‏ 
بوضع س = ۰: - ۱۵ (۰)+۲ ا(۰ +£ )+ ب (۰(۲)) 


1 س _ سآ ب ۲ 


۲ سآ + ۸ س 


۴ سآ 
( س - ۱) (۳ س -۱) 


۳ س' 
۴ سآ ٤س‏ +( 
£ س )۱ 
۴ سآ ٤س‏ + ٠)‏ 
£ س ۱ ا ۴ ا(۳ س -۱)+ ب (س-١)‏ 


= * 


(س-١)(‏ س -۱) س-۱ اس-۱ (س - ۱) (۳س ۰ ۱) 
٤‏ س ۱ = أ (۳ س -۱)+ب(س-١)‏ 


j ۱ ۱ : ۱‏ 
E‏ )| ا 
(y=‏ اب-۱( سه ب دم 


۳ 
ا 
| |۱ گے 1 . د س 
س-۱ اس ۱١‏ 


= س + لواس- ا - لوا ۴ س-۱|+ ج 


۱-4 (1(۳)-1)+ب(۱-۱) - هھ أ 1 


را 


)۱١- س‎ ۳() ١ - س‎ ( 


مثال ج | لے دس 
۲ _ ۴س + سآ 


نرتب حدود البسط والمقام تنازليا ( من القوة 
الكبرى إلى القوة الصغرى ) ثم جري عملية 
القسم الطويلة . 


مب سآ س + ٣‏ 
۲ ٣س‏ + سآ سآ مس + ؟ 

س +( س +( أ( س - ١‏ )+ ب ( س - ۲ ) 
سآ _ ٣‏ س + ۲ (س - ۲ )( س )(١-‏ س - !۲ ( س - ۲ )( س -۱) 


سه ۲س +۱ = أ( س-۱)+ب(س-۲) 
بوضع س ١‏ : ۳( )+(۱-۱)+ب(۲-۱) هھ ب٤‏ 


بوضع س ۲: ۳ (۲)+۱١(۱-۲)+ب(۲١-١)‏ سه أ =۷ 


٤ ۷ = e‏ . د س 
۴ _ ٣س‏ + سآ س - ۲ س-۱ 


= س + ۷ لو | س ۲۰| - ٤‏ لو| س-۱|+ ج 
هھ هھ 


سک | .د س 


س ۲ لو |س*+۱| ۽ ج 
اق 


1 

فن ٤‏ کے اسا ۶ اة 
هھ -) 

٤ _|١+*س|‎ ول٤‎ - س‎ = 
١+ س‎ . 


-) 
وک شا لے اساد اف ۽ ج 
هھ -) 


٤ 


(س- "١‏ 
ي ٤س‏ ۲ لو|اس*|)]- 
هھ س ١+‏ 


۳ 


H‏ ا 0 . د س 
3 ( س +۵) 


E‏ . دس = واش 


(س +۵ )° (س+۵) 
ع ۳ ٤‏ 
5] ((س+۵)+۱)(س+0). دس = )((س+۵) + (س+۵) ) .دس 
2 ۳ 
(س+۵) (س+۵) 2 
f‏ + ج ج 


_ أ (س+١)+ب(س+۷)‏ 


( س +۷ )( س ١۱+‏ ) 


س +۳ = أ( س +۱( )+ ب (س+۷) 
بوضع س = -۱: - ۴+۱ ا(-۱+١)+ب(-١+۷)‏ تن 


بوضع س = -۷ : (V+V-)Jo+(1+V-)Î=+V-‏ ها 


1 5 
جين‎ ٣ + ٣ | = 
۱١+ س‎ V + 


س 
1 
لوا س ۱۷۰+ لواس |١‏ :ج 
ھ کے 


التكامل بالتعويض 
إذا كان م اقترانا بدائيا للاقتران ق وكان ه اقترانا قابلا للاشتقاق » فيمكننا إجراء 
التكامل للاقتران المركب : | ق (ھ(س)). ھگ ( س ). د س كما يأتي : 
افرض ص = هھ( س) 


د ص 
د بس 


وبتعويض هذه المقادير في التكامل نحصل على : 


ےا 
= ھ(س) سه دص د ھ(س) .دس 


| ق (ھ (س)). هگ (س). د س ll‏ ق ( ص ).د ص د م( ص )+ ج 
وعندما نستبدل ب ص ما تساويه بدلالة س نحصل على : 


| ق (ھ (س)). ھگ (س). د س = م(ھ(س))+ج 


٤ 8‏ + 1 
مثال اڪ نق 


TTT 
س ہ۳ س ہہ‎ 
۵+ افرض ص د سآ +۳ س‎ @ 


د ص 
د بس 


= س ٣+‏ سه دس = ڪي 


1 ٤ 
| دص‎ e | ا ا‎ 
ا سآ ب٣ لس ہ۵ ص ۲ سرا‎ 


: 
= ۴ صا + ج د م (سآ ۴ س +۵) ي ج 


حل با أن زاوية اقتران الجتا غير خطية افرض ص = ظا س 


د ص 
د بس 


ِ قاس ےد 
۲ 
قا س 
| جتا( ظا س). قاآس .د س | جنا( ص). قایس . حه |[ جتا(ص). دص 
۴ 
س 


جا( ص )+ ج = جا( ظاس )+ ج 


1 1 


س wu‏ د س ۔ ۴۳ س" .د ص 
۲| قاأص . د ص ۔ ۳ ظا( ص )+ ج 
٣‏ ظا لاس ۽ ج 


- 
- | ص 


- ۲ جاس 


اچقا ۾ ج 


س . د ص ا جا ص . د ص 


جتا ص ). د ص = +( ص- جا اص )+ ج 


(لوس _ ل جا( ۲ لوس) پ ج 
ھے ۲ ھے 


ذا کان ق ,هھ اقترانيين متصلين , فإن : 
| ق (ھ(س)).ھ (س). دس = | ق ( ص ) . د ص 


۶ 


ھ(اً) 


yy 


س 
ls‏ 
جتا( ص) ھ2 . 


مثال جد | س جا (سآءا) جتا (سآء٠)‏ . د س 


7 اقرش ض جا ا ا 


د ص ۔ ۴س جتا (سآء٠)‏ 4 دا کا ے 
د س ۲س جتا (سآ+٠)‏ 


۵ 
| س جا (ساء٠)‏ جتا (سآ+۱) . د س | (ص) س جتا(ساءا) .ا 
٣‏ س جتا (س! +۱) 


1 
صا ج ت جا (ساء) + ج 


۲ 


س 
هھ 
=۳ 
فرط ص = 
عير لوغرتم افرض 
س غير خطي ولا ي 
ما أن الأس غي 


د ص 
هه دس 


د ص 


ا چا کن دض 
جستا۔ یس 


ا . 
جتاس . < 

اا ن جا( ( 

( < 2 ص 


3 کڪ EL‏ 
( ص -- > 
آ ص ) . د ص = ۲ 
™ ۲ 


)) + ج 
اس 
(جاس ۳ 
3 


جاس+ لو جتاس 
جد ھے 2 


ll‏ جاس+ لو جتا س 
کے 


افرض ص = جا س 


مثال 


3 یں هھ 


دگ ۔ ۲ جاس جتاس د جاآاس سھ دس ۔ 


د لس 


نستخدم التعويض لتبسيط المقدار الذي نكامله , ولكن بشكل عام فإن طريقة 
التكامل بالتعويض ستفشل إذا كان الاختيار للفرض ص و د ص الحسوبة يؤدي لإنتاج 
تكامل يحوي س . أو أنك # تستطيع أن حسب التكامل الناج . 
وحتى الان كان اختيارنا للفرض ص سهلا نسبيا وتمكنا من إجراء التكاملات بعد خويلها 
إلى صورة قابلة للحل بإحدى القواعد المعروفة لدينا. 
لكن بمكن القول أنه < يوجد تعويض مثالي يودي الغرض في جميع الحالات . لذلك تبقى 
مسألة اختيار الفرض المناسب هي مسألة تمرين وخبرة . 


٩۹ _‏ ص ") . د ص ص = سآ ٩+‏ هه سآ = ص - ٩‏ 


مثال جد | سناس ر دس 


5 د 
افرض ص ۔ اسآ ٠+‏ ہے صا ۔ a‏ 


| سه ا :ا دس دا ا کے کے پر وا وض 
بس 


IE‏ ص" . د ص | ها اض )د 
٣‏ 


ِا اسا 1 TS‏ 
۵ 


۱١ 
۲ ا‎ ۱ 
) ۱] سء ۳(6 سن :۲ ) دس‎ | 


۲ د 
= ١س‏ ےھ ٣‏ صا 2ا ۔ 


۳ ۳ 
اس" (- س .د س | س . ص ٣,‏ صا . د ص |۳١‏ (۱- ص | ص . د ص 


+ حے 


@ افرض ص ۔ بإ س-١‏ 


١ ۲ ٣‏ سه دس ۲ص .د ص 
ص ۔ س-١٠‏ س ا 


صا ے س )۱ 
اڪ دس | اص دص د ] شس دص )ادص ف 
| س - ۱ ک ۳ 


د ص 


۰|( صا - ۱) ص .د ص ۲| 


(a lr 


- ۲|( صا -۲) صا. د ص ۲ ]| ( ص ۲ ص" ). د ص د۲ ا 


| ا اام‎ | r. 


مثال چا ا سا ن 


ا . د س ۔| (س (سا ٠)۲‏ د س TS‏ 


| ضا :دض صا 
1 هھ 1 ۳٦‏ 
س 


متال جد | سا( س ')١-‏ (سا + س + ۱). د س 
۷ 
| ساس ١ا"‏ (سا : سء )د س ]سا [(س ١‏ (ساء سء ).د س 


داف (س )وش 


افرض ص = س١‏ 
ن سو دس 


س' ۲ س ا ا ا ِ 
۲ ص 


) + 


٣سآ‏ ہر + ج 


(اسآ+ر 
۳ 


۸ 
مثال | جد |( س( سا ۔ ۴س + ۵)' .د س 


@ افرض ص د سا_٢‏ س + ۵ 
د 


د ص 
گا ے ۲س ٣۲‏ (س ۔١) sss‏ دس = س 
د س ۲ (س )١‏ 


N ۱ ۳‏ 
| ( س (')١‏ سا ۲ س + ۵) :فس سے0 ص _ دص ل ](س (١‏ صا .دص 
۲ (س )١‏ : 
ص = س ٣‏ س + ۵ 
ص ٤‏ د سا٣‏ س + ٠‏ 
ش٢‏ ۹ 
1۰ 


۲ ۴ 1 ۹ 
(س ۲س  )4+‏ ۶(س ٣س‏ +و) | ٠‏ 
۹ 


@ | ا کا :دقو دا شا( س 0 . د س 


1 1 1 ۲ د ص 
افرض ص = س'۔ ۱ هھ ص = س' (٠‏ هھ ١ص‏ .چ ے ۲ س 


: 
دس ٣‏ صآ. د ص 


مثال | جد | لإ ساس .دس 
e‏ ا es‏ س (۴-_ س" 


۵ 
| سآ (س + )١‏ “.د س - |( ص۔۲ ص )١١‏ ص . د ص - || صا-۲صاء ص) . د ص 


+ ج ے 


)ها اض 


| کھ ےک | و( و 


۳ ۵ 1 


سا( ( ۴ سء ہ )| .د س 
بس 


کے ۔دذین ے١‏ کے 
| ص | س +۲ e‏ 


۲ ۲ 1 د 
افرض ص = س ٤‏ سه ص - س ٤‏ سه mT‏ 


کل ے ۴ س 


سه دس ص :دص 
س 


مثال اا جتااس . د س 


واش ود 


(الحل) افرض صد جتاس سه ب 
چا بین 


۳ 1 ۳ 3 1 
ا جقااس .د س | جاآیس. صا - دص = | ا را بوش 
جا س 


ا( جنتااشس | ضا . د ص ا -١(‏ صآ) . ص . د ص ا اک و 


( 2 صا د ص ), ج (١‏ جتااس ‏ د جتاس] + ج 


مثال El‏ جتاس . د س 


ا جتااس ). ص . د ص د (- ص"). ص . د ص افوا ا دض 


-( 1 ص ا صا )»ج د تاش 
٤ 1 ٤‏ 


مثال | جد | چا ن چا سن چا ببق جا لس | د س 
O‏ 


1 خا س جا س ہے حا س خا ین | ڏین | جا س چا ن [جتااس - جااس ) .د س 


.۳ 
ا (کا و اها جتا ؟ س ٠د‏ س ۔ ]| ل جا ۲س ) جتا س . د س 


۱ د ص د ص 
افرت ے جا ٣س‏ سه س د جتا اس هه دس 
فرص ص ۴ دان جتا ؟ س 
.۳ ۳ د 
|( جا ٣‏ س) جا ۴س + داس | ضا یتام س کے 


| ص .د ص 
جتا ۲ س 


1 
۳ 


( جامس 


+ ج 


جد | قاس جا س > د س 


1 
| قاس 
شی ,قاس چا شن د شن - 
| قاس . قا س ج 
0 جاس .دس د 
قاس ج 


هھ دگ ۔ قاس ظاس سھ دس - 
افرض ص = قا س س 


| کاس 2 
| قاس قا س ظا س .د س = ص 8 س قا س ظا 


ن 
5 + ظا . د لس 
ع جد اغات (فاض :هات 


ق 1 قا (ظا س + 
قا س ظا س + قاس = قا س 
د ص 

د بس 

د ص 


قا س .ص 
قاس [ظا س ء قاس ) 


ن ادص 
= )] قاس ص .س 
| ای( قافو فان :ا قا س .ص 


ن 
[ قا س + ظا س ) 
جے = ب+ج<— 


ن 


ا |ظاسش قاس .دش 


د n‏ 
O‏ - ظا '۔ ظا _ قا 
افرض ص = لس . په ص ا لین 


۲( صا ل صا ج اقاس | 1اس( + ج 
جد |[ جا س ظا س س 


۰ » ص ن : د ص 
س س 


۴ ۳ os 
: فاس ظاس :دس 3| ص ,ظا س‎ | 


| صا (ص'۔١)‏ .د ص 


ل چی | ا | اوجانی ا دی 


| ( ص - صآ) صا .د ص 


۸ 4 
| اض ها | :وض 
۹ 
ئ ص ض' ےآ ص ٭ ١‏ د١د‏ چتااس 
١‏ ص ۔ ص ۔ جتااٴس 


ص = ۲+ جتا س 

ص __ ۲ = جتا س 

۲ 

۳ ادي (ص- ۲ ) = جتاس 

۲ a 

د ص ٤ص ٤+‏ د١‏ جاس 

e‏ اض ضا ٣ے‏ چان 

۲ 

جتا 

e)‏ س) ٤‏ (۲۴+ جتاس ٣+)‏ لو|؟+ جتاس| + ج 

هھ 


مثال| جد | (جاس + جتاس) 'جتا ۲ س .د س 


| (جاس + جتاس) 'جتا ۲ س .د س ا [جاس + جتاس)' (جتاش - جااس) . د س 


| [جاس :جا س)' (جتاس + جاس)] ( جتان اس | :دش 
| (جاس + جخاسن) [ قاش جا ادس 


افرض ص = جاس + جتاس سه ۔ جتاس - جاس 


_ 2 _ ون‎ e 
جتاس - جاس‎ 


| (جاس + جتاس)" (جتاس ۔ جاس ).دس | صا (جتاس ۔ جاس) د 
a e‏ 


۹ (جااس + جتاس)" 
ا ججج ۳ 


ص 
+ ج 
۹ ۹ 


مثال] جد ] جا س ( ١+جتا۲‏ س ) .د س 
® | جا س ( (+جتا ۲ س ) ".د س | جا سن( م جتا س ا) دس 


ا چاس (وجتاس | سن ے۳۴ | چا س چا سن دس 


Ea‏ -د ص 


افرض ص = جتاس سے چ ےھ دس 


تااس +۴ جقااشن , 


افرض ص- جتاس +( سه = -جاس 


د 


- ۱ ) .د ص > ۴٠‏ |[ ص ص |. دص 


= ۔۲ ]ل - ص ).دص - ۲ (لواصا :ص )+ ج 
ص 3 ۱ 
الوا جقس اا (جتا سنو اپ 
ھ 
ا 
مثال | کے ہی 
ب۴ س جا ۴ س 

( ال افرض ص = إ۴ س ۔ جا ۲ س وھ صا ۔ ۲ س ۔ جا س 


ےھ ٢‏ ص اگ ۔ ۲۔٣۲‏ جتا؟ س د ۱(۲ -جتا آس) 
س 


a 
تف‎ š 
ا | ت‎ 
فرت اا خاش‎ 
افرض ص ص ٥ا ۔ جتاس ہپ دس ۔‎ 
3 ۲ هھ ص' ۱+ جاس هھ‎ 
جاس جتاس ۲ص .دص‎ ۲ 


تا س 
+١‏ جاس 


صا _ ص + ج 
| (صا- ).دص ١ء(‏ که _ ص | 


ESEN 


مثال جد | ظاس لو جتا س . د س 


@ افرض د وجا ن 


a 
= افرض ص = ظا س : کب قاس هه دس‎ 


| فا سی کا ید | فا یا 


مثال اغ 
9 | ظا ذس ا کا ت افا س ا )ت 
| ظا س قا سے گا نن | )| گا ی کا ےت( ق ودا اا دض 


| ظا ی کا س دمن ے |( قا ی د ): دی 


= ۔۔ ظا س ۔ ظاس + س +ج 
۴ 


٤ 
مثال جد | اطعا س فنا ی :اس‎ 


a 
افرض ص - ظتا س : ہک ۔ قتاس سه دس‎ @ 


د 


| کا ی فقا ی دن | ص؛ قتاس. صد : 


- | ص ( ١ء‏ ظتاس | .دص =| ص٤‏ (۱+ ص" ). د ص - |( ص + ص . د ص 


جتاس ۲ص .د ص 
دس =+ .کک 
ص جتااس 


+ ۲ ص +ج = + ۲اا + جاس ج 


١ + سآ‎ ۲ + ٤س‎ 


س٤‏ + ۲ سآ + ١‏ (سآٍ ()' 


ارک اض ا ا 


د بس 
e ETE‏ 
ص" 


ااا 


| سا (۱- س ).د س . 


۲-۱١ |‏ ص + صا ) ص . د ص 


1 
۴ 

1 
۳ 


| ( ص ۲ صا + ص" | 


۲ (- سا کک ود 
۷ ۸ 


۱ 
مثال] جد |( 11 ).دس 
e‏ 
نس ت 
س !۲ 


افرض ص = Eb FL‏ په صا ۔ ۲ + اس 
پ٢‏ صگ ۔ ا ےه دس ٤ص‏ اس .دص 
دان ]س 


ا ٤ء‏ ص ل[ س .ص | صا . د ص 
| س 


کک دک د ۲ 12 )ا و 
۳ ۳ 


ع س 


ِ - 
| .دص 1 (-ءص - لوإاص|) +ج 
۱۸ هھ 


p= 
E e eS 
ھ‎ 


(الحل) افرض ص ٤لو ١‏ ي صا ٤لوش‏ ا 


.3 
ي واش اا ص ن 


.دس ١‏ س )> صفر 


افرض ص = + س۲ هھ صآ ۱+ س۲ 
وھ ٢‏ ص ٣گ‏ ا س٣‏ سھ دس ٣‏ ص س۴. د ص 
دس ۳ 


)- 


۱ 

۳ 

. د س ٣ ٤‏ ص . ۴ ص س ۲ . د ص ۴۵| صا دص ۔ ص + ج 
١‏ 


mE Em 


افرض ص ۔ لس ١+‏ ہے صآ۔ س ٠+‏ 


ا بابس +۱ 


1 


اس 
ات | د س |+ ج 


هھ دس ۔ ٤بس‏ ص. د ص 


١ ٤‏ ن 
مثال کان ن غد ا بحام افج | ر را او 


د 
a e‏ 


عندماس = ° : ص=(- ۰=( عندماس (١=‏ : ص د(-١=‏ ۰ 


۱ ۱ 
ت ن ن 
e‏ .دص = | ( ١‏ ص) ص :وض 
1 ن +۱ ن + 1 
اف _ ص .د ص ا 
ن +۱ ن + 


ن +()(ن+( 
1 1 
| مثال |إذا كان ى اقترانا مصلا على[ ] ا اس ففق = TI‏ 


a 
د‎ 


أمثلة متنوعة « التعويض و تكامل الاقترانات النسبية » 


ET | + مثال‎ 


س ٩‏ 
(احل) افرض ص ۔ ل[ س ۾ صا 


۲ ص 
د س 


ص. دص | 


أ ب أ( ص +۲ )+ ب ( ص -۳) 


+ = 


( ص - ۳ )( ص +۳ ) ص -۳ ص+٣‏ ( ص - ۳ )( ص +۳ ) 
٩‏ = أ( ص +۳ )+ ب ( ص -۳) 
بوضع ص = -۳: ۹= ۰(١‏ ۳+۳ )+ ب (۳-۳۰) 


)۳-۳۲( ب‎ +)۳+۳(١ ٩۹ : ۳ بوضع ص‎ 
as 


د بس 


+ س 


: 
ص ۲ ص + ۷ص 1۸ لوا ص٤‏ ا) | 
۲ هھ 1 


۲ ۳ 
TEeFIRS VWS  | 
1۸ + ج + ۷ص‎ 


1 a 
0 - eT Er O 
د‎ 2 


۰ 1 
ھے 


س( ۳[ س () 


| د س | ۲ ص" . د ص 1 د ص 
س( ۳[ س () ص"( ص ١‏ ) ص ( ص ١‏ ) 


بوضع ص١‏ : ١=أ(١-١)+ب(١)‏ سيه ب در 
بوضع ص = ۰: =١‏ أ(١٠-١)+ب(٠)‏ ھھھ آ2 
1 
۴ )۰دص ۲| - لوا ص اء لوا ص۱۱۰ |ء ج 
ص“ چ 


٣‏ |- لوال اس اء لو الاس )ءج 


Tl 


۱١ 


2 
,)ص (ص+١)‏ 


أ( ص +۱ )+ ب ص 
ص( ص ١+‏ ) 


هه ۱ أ( ص+۱)+ ب ص 
بوضع ص ١ :١-‏ (-٠+٠()+ب(-١)‏ سه ب د 
بوضع ص = =١ : ٠‏ أ(١+١)+ب(٠)‏ 


۲ 


SE )١ + ص ( ص‎ 


1 ڪت | ا | دض دإ بوا صا- لوا ص۱۰ | 


-ە | الوا ا-لوا اء !| - نوا ٢ا‏ - وا٠‏ =۵ 2 


۱ 
مثال | جد | I‏ دين 
(+ س 


e 


1 
٠‏ |إ اء ل | دص ۲[ ا ص +لوا ص ٠+‏ ا) | 
ص*+١‏ 1 ھ : 


ee A= e U 
١ =لو()‎ 
ھ‎ 


س ۳ لإ س +۲ صآ - ۲ ص + !۲ ( ص - ۲ )( ص١١(‏ ) 
ص ا : أ( ص - ۱ )+ ب ( ص ۰ ۲) 
( ص  -‏ )( ص-۱) ص-؟ ( ص - ۲ )( ص ۱۰ ) 


سه ص _ أ( ص-۱)+ ب( ص-۲) 
بوضع ص = ۱ : ۱< ١(۱-۱)+ب(٠-۲)‏ 
بوضع ص = : 


| ا 1 
( ص - ؟ )( ص - (١‏ ) 


(f-T)o+(1-1)Î =1 


۲ -) 
. د ص ٠‏ . د ص | 
ص - ؟ ص - ١‏ 


۰( لواص-۱۲-لواص- )ءج (۲١‏ الو ااس ١۲ا‏ لوااس اء ج 


د بس 
]۲ س +( + ۲س۵ 
O‏ ص = ا۲ س ٦+‏ ھ صا ے ۲ س + ) 
ص 


مال 


د س 
+ ؟ س ۵ 


ص . د ص 
( ص  -‏ ) ( ص +۳ ) 
أ ( ص +۳ ) + ب ( ص - ۲ ) 


چ 
+ 


( ص - )( صض+۳) ص-؟ ص+۲ ( ص - ۲ ) ( ص +۳ ) 


سه ص _- أ( ص +۳ )+ ب ( ص -۲) 


بوضع ص ۳-2 : ۳ (-۳+۳)+ ب )۲-٠٣-(‏ هھ 
بوضع ص = ۲ : ۲ (۳+۲)+ب(۲-۲) 


| ص . د ص 
( ص  -‏ ) ( ص +۳ ) 


لواا؟ س ٠+‏ - ۲+ لوا]۲ س +(+۳| + ج 
۵ هھ 


ا 

= REEL 

ا دس | ا س س +| 
بس-۸ ۲ اء (س-؟) - ۲ | 


س۲ 


8 
0 


مثال ا 


1 4 د س ۔ ص د ص 


الا .دس = |۔_”_ .۲ ص .دص = اس صن 
۴ س۲ -‹) ص ١‏ 


۲ 
س | دص ا و ا و چ 
ب هھ 


س ٣+‏ اس -؟ + الو |اإس-۲-١|‏ چ 
هھ 


۲ 


|( ص +۲ + 


مثال جد ا 


٤ اسآ‎ 


( ص - ۲ )( ص +۲ ) 
ب (ص+)+ب (ص-١)‏ 
( ص - ۲ )( ص +۲ ) 


¥ 


ص - ؟ ص + ؟ 
٤£ gw‏ ص٤4‏ = أ( ص+۲) بب( ص -؟) 
بوضع ص =- ۲ : £(-۲)- £= (-۲+۲)+ب(-۲-۲) سه ب۲ 


بوضع ص = ۲ : £ ()- ۲(٤‏ +۲)+ب(۲-۲) وھ أا 


. (١ ([س-۲‎ ۴ 


1 
۲| | ص ا ص | دض ٣‏ ص +١‏ ۽ . د ص 
ص" ص - ؟ ص + 


م عا س لیے اصدا د۴ی ا۱۲۰ ب 

Yl).‏ اس + لو الس ۱۲۰ منوا لاس )ءج 
a‏ ضس | ۰د س 

س س ٤+‏ 


ص . د ص 
س 


افرض ص ۔ اسا ی٤‏ سوھ ص = سآ ٤+‏ ھ آص کک ۔ آ سے د س ۔ 


ا( ص +۲ ) + ب ( ص - ۲ ) 
( ص - ) ( ص + ؟) ص - ۲ ص+؟ ( ص  -‏ ) ( ص + ) 


٤‏ = أ( ص +۲ )+ ب( ص -؟) 
بوضع ص = (T-1-)+(f+-)Î =£ :  -‏ 
بوضع ص = ۲: ٤‏ ١(۲+۲)+ب(۲-۲)‏ سه أ٠‏ 


. د ص 


- .دص =لو|ص- | لوا ص*+۲ | + ج 
صا ٤‏ هھ هھ 


= لو اإس!ءء |١٠‏ - لو اإسا ٤4‏ *۲| چ 
هھ هھ 


د ص 
ge rT‏ 
أ (۲ + ص) + ب (۲ - ص) 
۴ 
(۲ - ص)(۲ + ص 
)۲ + ص ) 
(۲- ص 
- ( 
هه ۱ ا(۲ +ص) +ب(۲- ص 


(T-T)o+(T+T )Î =1 :T 
: ١ = بوضصع ص‎ 


a 
( ۲+-)+ب(۲‎ (=۱ 5F 
: ٠- = بوضع ص‎ 


س طط . د ص | 
1 د ص 


ص 
(۲ - ص ) (۲ + ص) 


(T+ ١ 
e | 


۳( 
أ( ص +۲ ) + ب ( ص + 


# 


(T+ ۳ ١ ۴‏ 
ص + ( ص + ') ( ص 
ص * 
) ( ص + ١‏ ) 
( ص + 


سه ۱ ۔ أ( ص +۲ )+ ب(ص+۳) 
بوضع ص = - ۲ : ۱= (- + (+ب)-؟ +۳( سه ب = 
بوضع ص -۳: ۱ أ(-۲+۳)+ب(-۳+٠)‏ سه ر 


د 1 1 
o‏ . د ص | .د ص 


اض +1 ض :ءا ص + ۳ ص + ؟ 


اھ ۲۰| + لو ا ھ :| + ج 
هھ ھه 


< لواص*|+لو|إص*+؟|+ج د لو 
هھ هھ 


ا ب أ( ص+١)+ب(ص-٤)‏ 

( ص - ٤‏ )(ص+١()‏ ص-٤‏ ا ( ص - ٤‏ ) ( ص ١+‏ ) 
هھ ۲٣ص ٤+‏ أ( ص+١)+ب‏ (ص-٤)‏ 

بوضع ص = - ۱ : ۳(-()+ £= أ (- +٠‏ )+ ب )٤-١-(‏ سه ب = 

بوضع ص = :£٤‏ "(£)+٤=أ(٤+ا)+ب(٤-4٤)‏ هه أ 


= 


.دص + 2 
ص +۱ 


صب االو | ص-٠٤|_‏ ل لو | ص١١‏ |+ ج 
E: ۵‏ 


هھ ۵ 


س س 
وا کا واھ اھ 
۵ هھ ۵ هھ 


[١‏ دص 
TE ٤‏ 


أ( ص +۱ )+ ب ( ص - ٤‏ ) 


( ) ۹ ٤ ص‎ * 


)٤-ص(ب+)١+ص أ(‎ _ ۱١ هه‎ 
= 
)٤-١-(ب+)١+١-(أ‎ =١ :١ 

بوضع ص = - : 


ضع ص =١ : ٤=‏ أ(٤+٠)+ب(٤-٤)‏ 
ہو 5 


۱١‏ دص 
YS‏ 


أ ( ۱+ ص )+ ب -١(‏ ص ) 


-١(‏ ص )(۱ + ص) 
۱(١ = ١‏ + ص)+ ب (۱- ص) 


)١٠--١٠( ب‎ +)(٠-+٠(أ‎ =١ :١ - = بوضع ص‎ 
)١-١٠(ب+)٠+١٠(أ‎ =١ : ١ = بوضع ص‎ 


ال د ص ا (-۱+ 


ص ١‏ - ص 


۴ دفو اا واف 
۲ هھ ؟ هھ 
[٣‏ - ل لوا اا هت ا + لوا اد مت ا] + 
نے کے 


) (١+ ص‎ ( ) ١ - ص‎ ( 


ب أ( ص+١)+ب(ص-١)‏ 
( ص -١()(ص+١()‏ ص-١‏ ضا ٠‏ ( ص - ١‏ ) ( ص ١+‏ ) 
هه ۱١‏ أ( ص+١)+ب(ص-١)‏ 
بوضع ص = - ١ : ١‏ أ(-٠+()+ب(-٠١-٠١)‏ 


بوضع ص = =١ : ١‏ ا (١+١()+ب(١-١)‏ 


د ص 
e‏ 


ص - 
en +‏ 
ھ 
واا داد ت ات د 
هت آ هھ 
د س 


مثا ا س س 
ا BET EERE‏ 


افرض ص= لوس هه - 


د بس 
E TT‏ . ( ص - ۵ ) ( ص +۲ ) 
هھ ھے 
۱ 8 ت _ أ( ص +۲ )+ ب (ص-۵) 
(ص-۵)(ص+) ص-۵ ص+؟ ( ص - ۲ )( ص +۵ ) 


سه ۱ _ أ( ص+۲)+ب(ص-۵) 


-۵ 
۴ ۱= (-۲+۲)+ب(-۲ ( 
ضع ص = - 2 
92 
=١ :۵‏ (۵+)+ب(۵ ( 
بوضع ض4 : 


fs 


V 7‏ . د ص 
ا | فن 2 
(T+‏ ص - 


1 | ص +۲ | + ج 
E‏ 


٤‏ ۲| + ج 
لو الوس |١۰‏ - نے لوا لوسء 


۷ 
١ 
V 


د بس 
س (لوس)آ_ ٤‏ س 
س)آ_ )٤‏ 
r 2‏ )آ٤‏ 


i € 3‏ س .د ص 
وین 
د س س 
ضف 


د ص 
> کے ے — 
٤‏ | - ۲ )( ص 
ب 1 1 TE E | (٤‏ ( ص 
٠‏ أ ب ( ص - 
٤‏ ج 
أ ٍ 
١‏ 5 


( 
ص - ) ( ص + 
2 ) ( ص 
( ص ٠‏ | 

ء۶ ) 
١ os‏ _ أ( ص + ) + ب ص 


1 س 
: ( = (-۲+)+ب(-۲ ( 
وضع ص <= :١‏ 


e‏ ۱=( +)+ب()؟-( 
وضع ص = 


کے د 
(T+‏ 
E wl‏ 


د ص 
+( 
pT me |‏ 


ا ( ص +۳ ) + ب ( ص ۳-۰ ) 
ا ب 
١‏ = ۳ ¥ ص + ۳ ( ص - ۳ )( ص 
ص - 
( ص ١‏ ۲)(ص+١)‏ ( ص -۳) 
ا ل 
سو ١‏ آ( ص +۳ )+ ب 
gp‏ 
(F-۳‏ 
۱= (-۳+۳)+ ب( ۳ 
=-۳: = 
بوضع ص = 


(PF -‏ 
۱= (۳+۳)+ب(۳ 
= ۳: 
بوضع ص = 


نے ر 
+ ج 
| - ۳ )( ص +۳ ) ١‏ " 
E‏ ۳| + ج 
1 | لو جتاس + ج 
| لوجتاس |۴١‏ = لو لو 
هھ 


دد د ص 
+۵( 


(Nz 
أ( ص + ۵ ) + ب ( ص‎ 
(۵+ 
ص - ۱ )( ص‎ ( TN 
ص‎ ۱٠-ص‎ )۵ 
+ ص‎ ( ) ١ - 
) ١ ٠ أ( ص +۵ ) + ب ( ص‎ ّ 
(۱-۵ o 
(-0+۵0)+ب(-‎ =١ 
= :0-= 
= بوضع ص‎ 


- 1( 
=١‏ أ(١+۵0)+ب(١‏ 
=( : 
بوضع ص = 


د ص 
+۵0( 
| 5 


جا ۲س (۴۳- جا س) 


د 5 


ص (۳ - ص) ۲ جتا ۲س 
١‏ : ا (۳ - ص ) + ب ص 
ص (۳ - ص ) ض(۴۳- ص ) 


۳(١ ۱ gg‏ - ص)+ب ص 


بوضع ص۳ : +)۳-۳(١۱‏ ب (۳) 


نک کد جآ 


د ص 
ص (۳ - ص ) 


@ افرض کن ااا u‏ صا چاا س ۱4 


۲ ٣ 
١+ ص = جا س‎ 3 
۱ ته وض دجاس جتاس سو دی کے ا ا‎ 
د س جاس جتاس (<ا س دص‎ 


جتاس .دس ٠‏ جتاس ص.دص __| دص ١‏ دص 

ا | جاس +( E Th,‏ جااشس 1 

( ص - ١‏ )( ص+١)‏ 
۱ | ب _ أ( ص+١)+ب(ص-١)‏ 

( ص - (١‏ )( ص (١+‏ ) ا ا Oey‏ 

سھ ا ےا( ض ١ء‏ تا( ض١‏ 

)١١١٠-(ب+)(٠+٠-(أ‎ ١ : ١ - = بوضع ص‎ 


)١-١(ب+)١+١(ا‎ =١ : ١ = بوضع ص‎ 
1 


-) 
اس ج ٠‏ | 
.دص + 5 
۱١‏ ۱ 


) (١+ ص‎ ( ) (١ - ص‎ ( 


ص ˆ ص + 
لوا|اص-١|_‏ ا لواص*+١|‏ + ج 
P٣‏ هھ f‏ هھ 


الأعا وا ١ا‏ لوا)جاس+٠‏ ,| + ج 
ھ 


د ص 

ا 

ب ۳(١‏ + ص)+ ب (۲- ص) 

(۴- ص) (۳ + ص) ۴۳-ص ۳+ ص ص)(۴۳ + ص 
وھ ١٢ے‏ آ(۴+صض)+ ب (۴-ص) 
بوضع ص = - ۳ : ۱= ۳(١‏ +-۳)+ ب (۳۲--۳) 


بوضع ص = ۳ : ۱ +)۳+۳(١‏ ب (۳-۳) 


دص | ا 
= . د ص + .د ص 
(۳- ص)(۳ + ص) ٣۴-ص‏ ۳ + ص 


لو ا٣صا‏ + لوا٣‏ صا + ج 
هھ 


هھ 


2 
E 

is 
TT 


لوا٣-‏ جاس | + ے لوا۲»؛ جاس| + ج 
ان هھ 


7T 


۲ 
. جا ۲س 
,ا ؟+جتاس 


O‏ افرض ص = ۲ + جتا س 
د 


د س 


ت ((۲ - ۲ لو؟) - (۴- لو | 


e 
۱1١ھ‎ 


جاس + جتا س +( 


جا س + جتا س ١+‏ 
جتااس _ جااس . د س 


(جتاس _ جا س) (جتاس + جا س) 
جا دن = جا ا ,ہیں ہے 
جا س + جتا س ١+‏ 


جا س + جتا س ١+‏ 


: جا س + جتاس +( 
افرض ص = جاس +جتاس ١+‏ ص 


ص ص ١‏ جاس + جتا س 
ےھ ےجا سے چس ےے فھ ب 
دس جتاس _ جاس 


(جتاس _ جاس) ( ص -۱) دص 
جتاس _ جا س 


(جتاس _ جا س) (جتاس + جاسا ر 
جا س + جتا س ١+‏ ص 


ص ل ). دص = ص - لو| ص |+ ج 
صا دص = -١(|‏ ل). = 
) ّ جتاس ٠+‏ |و ج 

ق جا س + جتاس + ۱ - لو| جاس + ج س 


( ص - ٤‏ ) ( ص +۲ ) 
ا ( ص + ۲ ) + ب ( ص - ٤‏ ) 


ا + )+ ب ( ص )٤-‏ 
٦ص‏ - ۷ - (ص ٍ 
سه اص 
ا (- ۲+۲ )+ ب ٤ - ٣-(‏ ) هھ ب = 
ضع ص =- ۲ : -۲(-۲)- ۰(۷ ۲+۲)+ب 
بو Ls‏ 
que (E -E)o+(T+£)Î=V-(E)T- : £‏ 
إوضع ص <= 


. د ص 


(- ص 
صا - ۲ ص ۸ 


لو |جاس +۲ |+ ج 


هھ 


ل 
ھ 

E 
۲ 


لو |جاس |٤٠‏ + 
۲ 


| د ص 
۵ صا -۳ ص ۲ 
| د ص 
( ۵ ص + ) ( ص - ١‏ ) 


ا ب ا( ص-۱)+ ب (۵ ص+؟) 


= + 


(۵ ص +۲ )( ص )(١-‏ ۵4ص+۲ ص-١‏ ( ۵ ص + ۲ ) ( ص - ۱( ) 


هه ١‏ = أ( ص-۱)+ب(۵ ص+۲) 

5 

۵ 

(=(١-۱)+ب(۵()+۲)‏ سه ب 
د 


بوضع ص = ا : =١‏ أ( )+ ب(۵) (+ 1 ( د 2 


1 
۷ 


ص + ۲ 1 ب أ ( ص + ۱ ) + ب ( ص - ۲ ) 
+ ا و ي 


( ص - ؟ ) ( ص +۱() ص -' ص ١+‏ ( ص - ۲ )( ص +۱ ) 


سه ص +۳ - أ( ص+١)+‏ ب (ص-؟) 


بوضع ص = - ۱ : ۳+۱۰ (-۱+۱()+ ب (-۲-۱) ا 


1 ص + ١‏ 
ب د صن 
ص ص 


ص ې 2 | ص- | _ 
0 ۳ 
| 


ظاس ہ ےھ لو | ظاس ۲۰ 
۳ هھ 


1 3 
قاس دس 1 قا س . د س 


=( ظااس] -١‏ ظااّس 


د ص | د ص 


-١‏ ص (۱- ص )(۱ + ص) 


ب أ( ۱+ ص )+ ب -١(‏ ص) 
+ ا 


( + ص (۱- ص)(۱+ص) 


ت أ ( ۱ + ص ) + ب ١(‏ - ص ) 
=١‏ ا (١+-١()+ب(١٠--١)‏ ب 1 


TT 
1 
1 


=١‏ أ(١+١)+ب(١-١)‏ س إ 


| ٣آ‏ . د ص ٥‏ آ . د ص 
١‏ - ص +١‏ ص 


الوا ا صا+ ا لواا صا + ج 
هھ e‏ 


) ص ) (۱ + ص‎ -١( 


تا لوا ظا سا + ا لوا ظاس| + ج 
هھ هھ 


التكامل بالأجزاء 


إذا كان الاقتران ق = ق ( س ) و م = م ( س ) قابلين للاشتقاق. فإن مشتقة اقتران الضرب 
ق م موجودة وهي حسب القاعدة : 


(قم)۔ حک م ر دم ق 


ئ لخن د 


سه د(ق م) دق .م پدم.ق سه ق. دم = د(قم) _م.دق 


وعندما نكامل كل طرف نحصل على قاعدة التكامل الاتي : 


لاحظ أن ق . د م عبارة عن حاصل ضرب مقدارين ليس أحدهما مشتقة للاخر وأن المقدار 
( د م ) يجب أن يكون قابلا للتكامل . 


التكامل بالأجزاء 
مرة أخرى 


ڪڪ جد | سآ جتا (۲س+)) . د س 


() افرض ق ۔ سآ 


د ق = ٣‏ س دس 4 


دم = جتا(۲س+ () . د س 
م = ا جا (۴س+)) 


۳ 
| سا جتا (۲ س+ ۱) . د س = 1 سا جا (۴ س+ )١‏ | س جا (۲س+ ۱). د س 


افرش و = س : دل = جا (۲ س+ () . د س 
دو ادش ل ل جتا(۲ س+ )١‏ 
| س جا (۲س+ ۱). دس ۔ ل س جتا(۲ س+ )١‏ - | ت جتا(۲ س+ا) . دس 
تل س جتا(۲ س + ا) + 1 جا (س+١)‏ 
٤‏ 
| سا جتا (۴ س+ () . د س 


۔ ا سا جا (۲ س + ۱) + ا س جتا( ۲ س+ )١‏ - د جا (۲ س + ا) + ج 
٤ ۲‏ 


مثال جد | لوس .دس 


@ افرض ق = لوس 


= دس 
| لوس . دس = س لوس _ س 
هھ ھے 


م ے س 


1 
دس = ا س س لو س ہپ س + ج 
کے 


| لوس +ر دس | لوا+ )ا دس لے | و (س+ ۱) .دس 


ھ 
افرض ق = لو(س+١) ٠‏ › دم = دس 
ھ 


دق = 1 . د س م ے س 
س + ۱ 


ا ۱) _ س د 
| لو(س+ ١‏ . س = س لو(س+ ( | E‏ 
> س لو +۱( - ]۱+ حل). دس 


| لو(س+١).‏ دس - ( س لو(س+١)_‏ س + لو | س١١‏ | )+ج 
۲ هھ ۲ هھ 


د س 


ا 


مثال أ جد 
دن ۲ 
مر 
(س + )١‏ . 
ر اك . د س = | (س+ 0(" .لو(س+١)‏ .دس 
دس + ) 2 
= 


افرض ق = لو(س+١)‏ دم (س+(). دس 
اھ ۱ 


ل .دس ۰› م ا(سبلآ' 
س + ۱ 


١ 1َ 1‏ 
| (س+ ۲)۱ .لو(س+١)‏ .دس = ۲ (س+(). لو(س+) ا ۲ (س+١)‏ ,ا .دس 
هھ هھ س + )۱ 
J 1‏ 
۲ (س+ 1)١‏ . لے(س+١)‏ | ۲ (س+ .)١‏ د س 
کے 
۱ 


1 
۲ (س+ .')١‏ لو( س+١) ٤‏ (س+ ()' + ج ے۲ ]ا س ١+‏ . لو(س+ا)۔ ۽ لإ س ١+‏ +ج 
هھ هھ 


جد | ( ۲س -ا) لو( ۲س -۱) .دس 


O‏ ق لو( س-ا) , دم ( س( .دس 


دق = 1 :وديس 


۴س ۱ 


| ( ۲س -) لو( ۲س .)١-‏ 


1۷ 


س ظا س + لے |جتاس| + ج 
هھ 


(ا) | س ظااآس . د س = | س ( قاس )١-‏ . دس ]| س قاس . د س _] س . د س 
سآ ¥ے 
جتا af‏ 
س ظا س + لو |< جنا + محلول في المثال السابق 


۱۸ 


٤‏ جتا؟ س .د س 


۴-١ =‏ س دم 
= - .د س ٤‏ م ے ل جا ۲س 
۲ 


| (۴-۱ س) جتا ۴ س . د س = (۲-۱ س)جا ۲س -] د جا ٣س‏ ۲ د س 


(۱- ۲ س )جا ۲س 1 جتا س + ج 


مثال جد | ( س جاس )' . د س 
@ ( س جاس ) . د س > |( سآ + ۲س جاس+ جاآس) . د س 
| سآ . د س + ) ۲س جاس .د س +| ((-جتا) س) . دس 
د م = جاس . دس 
م ے - جتاس 


| - جتاس ٣‏ د س ے۴ س چتاس + ۲ جا س 


.دس = س _ ۲ س جتاس + ۴ جاس + ( س ل چا ٣‏ س) + ج 


مثال جد | جاس ( س + قتا" س) . د س 
0 | جا س ( س + قتا" س) :داتس = | نجاس . دس | قتا س دس 
س دم = جاس .د س 
د س ٤‏ م - جتاس 
| اس چا شش د ہس ہے “ نن چتقا نین | د جخاش ادان ۔ س جتاس + جا س 


| جا س ( س + قتا" س) . د س = ۔ س جتاس ہ جاس _ ظتا س + ج 


مثال أ جد | س ([جا س + جتاس). د س 


@ | س (جا س + جتاس). د س | فی جا سی رجا س جتان : جتاآس) . د س 
جا ۲شس 
| ( س ۽ س جا ۲ س ) . د س 
جا س . د س 
جتا٣‏ س 


| س جا ۲ س . د س ۔ تل س جتا٣‏ س - | تل جتا؟ س . د س 
1 


س جتا؟ س + جا س 


سآ )ر 
|( س + س جا ۲ س ). د س ۔ _ ل س جتام س ہ ا جا س + ج 
٤ ۲‏ 


مثال جا( س دس 


٤ O TT GO‏ سا ) . د س 


جا ص 
| ۲ص جتاص . د ص ۔ ص جا ص -| جا ص .۲ د ص ۲ ص جاص ہ جتا ص + ج 


۔ ۲ اس جا اس ۲٣+‏ جتابإس ہج 


]| ص جتاص .دص = (ص‌جاص -] جا ص . د ص) 


=( ص‌جاص ۽ جتاص) + ج د (ساجاسا + جتاس' )+ ج 


مثال جد | سرا جتا ( س + () . د س 


ن ۲ 
افرط = س +۱ 5 د 
اث افرش ص۔ سرا ا ی نک د ۲سا س دنس 


| سرا جتا ( س + ۱) . د س < | ساجتاص. ‏ 
۳ سآ 
= د | سا جتاص . د ص ا | (ص-١)جتاص‏ . د ص 


.دص = ([(ص- )جا ص - | ۴ ص-۱) جا ص . د ص ) 
افرض و ۔ ۲( ص-)() E ٤‏ جاص . د ص 
93 = ؟. دص ٤‏ := -جتا ص 
| ۲ (ص-۱) جا ص . د ص (۲٣‏ ص-۱) جتاص - | ۲٣‏ جتاص. د ص 
= ۲( ص-() جتاص + ۲ جا ص 
| (ص-ا) 'جتاص .دص ل ((ص- )جا ص + ۲( ص-() جتاص ۔ ۲ جا ص) + ج 
= ( سا جا( س + ۲)١‏ سا جتا ( سا + )١‏ ۲ جا( سا + ])١‏ + ج 


جد | س ظتا' باس . د س 


* د 
افرض ص . إس' +( سه صآ = سآ+ ا٠‏ اص کک ١ ١‏ س د س۔ 
1 1 1 
| س ظتا' إسآ ٠‏ . د س | س ظتا "ص - | ص ظتا ص . د ص 


| ص( قتا ص - )١‏ . دص = |( ص قتا ص - ص) . د ص 


ص . د ص 
بس 


7 


ص ٤‏ د م =قتاآص. د ص 

= د ص 1 م = «ظتا ص 

ا 

جاص 

- ص ظتاص + لو | جا ص| 
هھ 


د 


| ص قتا ص . د ص ص ظتا ص -|”ظتا ص. د ص ص ظتاص + 


ر 


۳ 
|[ص قتا ص - ص) . د ص ے- ص ظتاص + لو | جا ص| + ج 
هھ 


- س ٠+‏ ظتا ]سآ ٠+‏ + لوا جا سا:٠‏ | حال + ج 


| کن قا کنر دج ۔ ۲ ( ص ظا ص+ لے |جتاص|) + ج 
هھ 


۔ ۲( اس ظا اس + لو |جتا اس |)+ ج 


د م = جتا ص. د ص 
: م جاص 


-| جا ص .د ص = ص جا ص + جتاص + ج 


س س س 
= ھ جاھ + جتاھ ۽ ج 


ما أن الأس لإس غير خطي افرض ص _ لاس 


۽ دص 


س سه ۲۳ ص د سه دس - ۲ صا . د ص 


د ص ۲| ص ھک . د ص 


.د ص) ٣‏ ( ص هھ ۔ ھک ) ۽ ج 


۳ ۳ 
e a E 


£ 


2 
.دس = | س هت ۱+ س) . د س 


نس 
لد ہے 


د ق = و( س +() .د س 


س س j‏ 
- ھ. 
| س هھ ( ۱+ س) . دس = س _ 


۴ 
س 


مثال جا س هھ 
(سآ+ ')١‏ 


. د لس 


لت لتكا 


د ق د( ص ھک + ھک (۱)) .دص 


د ق = و( ص+() .د ص 


= (ھ +)١۱(‏ (س )() هھ ) .د س 
د ق = س هھ . د س 


| افا س" . د س 


| (1- جاآس) لوص .دص | -١(‏ صا) لوص .دص 


۳ ۳ 
. د ص د ص - ج ) لوص -(ص- )+ ج 


۔ [جاس _ جات ) ہو جاس _ | جاس _ جا ) ,ج 


1| جا فا س وای دد 
ھے 


د ص 


: 8 د 
(اخل) افرض ان و ي هه دس = کل 


قا س 


هد اص دض 


۳ 
م ص ې کد 
۳ 


۳ ۳ 
+١( |‏ صا) لوص .دص = ( ص ب | لوص - | (ص+ )ص 


٣ ٣ ۲ ٣ 
صا + )لوص - |( + ).دص = ( صاب )لوص - (ص+ )+ ج‎ ( = 


= ( ظاس + ظا | لے ظاس _ (ظاس + ظا | ,ج 


مثال أ جد | جا س لو جاس . د س 
ھے 


| جا ٣س‏ لو جا س . د س 

ھ 

افرض ق - لوص 
هھ 


د ص 


-| لوص .دص - - (صلوص- ص) + ج 


۷ 


= > ((١+ه‏ ")لو (ر+ه) -(+ هھ ))+ ج 


مثال جد | س لو ( سآ )٤‏ . د س 


٠دص‏ 1 | [ع ٤‏ ص) بوص | ( ع بء ص) ت | 
ا ا ا 


۲ ١ 
ا( اء ص)لوص - (ک+إءص) )بج‎ 


ا اا ۽ (س-٤))‏ لو (سا-٤)‏ - ( اا عرسا عب 
۳ ۲ هھ ٤‏ 


مثال | جد | قا سلو جا س. د س 
ھ 
@ افرض ق لو جا س د م = قاس . د س 
د ق = ظتاس. د س : م = ظا س 
۱ 
| قاٴس لو جا س. دس = ظاس لو جا س | ظآاکظتاس. د س 
ھے ھ 
۔ ظا س لو جاس س + ج 
ھ 
منال جد| قا سلو جتاس. د س 
ر افرض ق لوجتاس د م = قاس . د س 
دق = -ظاس . د س EE‏ 
| قاس لو جتاس. دس = ظا س لوجتاس - | - ظا س ظا س . د س 
ھے هھ 
۔ ظا س لو جتاس + | ( قا س - ۱) . دس 
د ظا س لو جتا س + ظا س س + ج 
ھے 


س جا س 
جتا س 


مثال ج | . د س 


۸ 


ظا س قا س . د س 


د م = ظا س قا س . د س 
و ]| ظاس قاس . د س بالتعويض 


1 

افرض ص = ظاس سه ت قاس سه دس = 

| ظا س قاس . د س | ص قا س . د ص 
قاس 


e yp 
.دس ۔ س لے _ | ظا .دس‎ 
۲ 
د ((قا" ظا س _ ل (ظا ج‎ 
قا س - ).دس = س -— | س _ س) + ج‎ ( | 


مثال جد | س (جتاس + جتا٣‏ س) . د س 


( ا (افرض س د م = (جتاس + جتا٣‏ س ).د س 


د س ٤‏ من چا س جا٣‏ س 
۳ 


س (جاس + جات ) | ([جاس ۽ جا٣‏ ت ) . دس 
۳ ۳ 


حا جتا س 
= س (جاس + جا ا ) ہپ جتاس + + ج 
۳ 


| س (جتاس + جتا۴ س) . د س 


| مثال ] جد | جاباس جتا باس . د س 


افرض 
ص ۔ے ]س په صا س .هړ ۲ ص ک د اسھ دش د ۶ ص .دض 
د بس 


| جاباس جتا باس . دس = |۴ ص جا ص جتااص. د ص 
| ۲ ص جا ص جتاص. جتاأص . د ص =| ۲ ص جا ص جتاص . ل +١(‏ جتا ۲ ص) . دص 
| ص ( جا ۲ص + جا ۲ص جتا۲ ص) .دص 1 | ص ( جا ۲ص + جا ٤ء‏ ص) . د ص 
7 


= ص ٤‏ دم = (جا ۲ص + جا٤ءص)‏ . دص 


> دص ٠‏ کا جتاءص) 
ofS‏ 


-۔جتا] ص _ ج اا _ جد . ٠‏ ص) 


ا 


-جتاص _ ا جا ۲ص جا ٤ص‏ 
٤ ۸ ۲‏ ۳۲ 
جاااد ‏ جا ٤اس‏ 
٤‏ ۳۲ 


۸ 


)+ ج 


(ص| 


)+ ج 


e ١‏ ا 
aS f‏ ۸ 


مثال | جد | س جاس جا س . د س جاس جا س ۔ ل (جتاس - جتا۴ س) 


@ | س جا س جا ۲س . د س = | س (جتاس - جتا٣‏ س) . د س 


افرض ق س : د م = (جتاس جتا۳٣‏ س ). د س 
دق = د س جااسں ‏ جا٣‏ س 
۳ 
+ | س (جتاس ۔ جتا ۴٣‏ س) .د س ا (س (جا س _ حلت ) - | (جاس_ خلت ).دس 
ات جاش ےک إو جقاس کک اوی 
۳ 
مثال | جد | لو(س'-١)‏ .د س 
ھے 


[ افرض ق لو(سآ-()‎ O 


دق = ا . د س 4 
س ) 


۲ 
ا 
= س لو(س'-١)‏ ]| ۲+ | . د س 


( س - ۱) (س (١+‏ ) س - ۱ (س - ۱( )(س+١)‏ 
سه ۲ = أ( س+۱)+ب(س-١)‏ 


بوضع س -۱: ۲= (-۱+۱)+ب(-١-۱)‏ سه ب-۱ 


بوضع س :١‏ =أ(١+١)+ب(٠١-١)‏ سه أد١‏ 
۲ 2 
| لو(سا-)) .دس = س لو( -)-|(۲؛ ١‏ وا دش 
هھ هھ س - ۱١‏ س ١+‏ 


|[ لو(س'آ)) . دس = س لو( سا -)_ ( ۲س + لواس :| لوا س+۱ | )+ ج 


مثال | جد |جتا(لوس) .د س 


ر 


افرض ق = جتا(لوس) د س 


دق = تا جا( لو س) .د س : س 
|[جتا( لو س) .دس س جتا( ل ۳| - | س ت جا( لو س). دس 


س جتا( لو د) + [جا(لوس). دس 


جا(لوس) دل دس) 


= ا جتا( لو س]. د س 1 ل سا 


| جا( لوس) .دس = س جا( لے | ]| س.۔ل.جتا( لو س) . د س 


س جا | لو ۳) - | جتا( لو س) .د س 


آ|جتا(لوس) .دس= س جتا(لوس) ,س جا(لوس) 


| جتا( لیو س) .دس س جتا( لیو س) » م جا( لیو س) + ج 


۹ 
مثال چد (اس ا1ش بوس 


دا3 ك ۲ .داس 


۲ س +( 


je ۰‏ 
اا ۴س۲ 
eg SF |‏ 0 ا ۲ 
۳۰ .۳ 
۱۰ ا 
( ۲ س ب () ( ٣س‏ ے۲) |[ 


£۵ ۰ 


الشكل اجاور بمشل بياني الاقترانين ق ه 


سه ق( ۳ )هھ (۳) - ق(1)ھ(ا) | 


۳ 
(0()1۷) - (۸()۱)- أهھ.دق- 
۳ 


س | ه. دق = 1£ 


1 
٣ ۳‏ 
| مثا إذا کان | 87سا دس۲ ٤‏ | ق اسا دش ددم 
" 
فجد ا ( س۲ دس جداس] د 


e 


ا اف تو خاس :ددن = 


rT ۳‏ 
| 07ا دا 4 | ق (س). دس د ۲۰ 
r‏ ۳ 
7r ۳ 7r‏ 


.| ق (س). دس =| ق (س). د س +| ق ( س ). د س = - + -۳- -۵ 
7r‏ 
| س جتا س . د س 


افرض و 


7T 


ا ادش اسا 
مثال اذا علمت آن |٠‏ شا و 
جد قیم القوابت رپ جه 
کد ا 
|1 باشتقاق الطرفين 


س س س س 
س' ھے۔ آ س'ھ ہب ھ (۴ آ س') پ ب س هھ + هھ a‏ 


هھ س اھ ۔ ( ا س + ( ٣‏ + ب) س'+ ( ۲ب + ج) س + (ج+د)) وھ 
واا 
۳+ ب = ۰ 
آ ب + ج = ۰ 
ج ود = ۰ 
١‏ ۱ 
ا فا وا ا و ا کے | 
= ((۱) هھ ۳ (۱) هھ + ٦(۱١)ھ‏ 1ھ) ۔ ((۰) ھن ۰(۳ )هھ + )١(1‏ هھ ۔اھهل) 


٣ =‏ هربا 


1 
| مثال ]إا كان ق فابلا للاشتقاق م کک . دس =۳ » ق Fs (T ۲ )(١۱(‏ 
۲ 


)£ .5( )= فجد 


@ افرض و 
د 9 


ب 
| س ق (س) .د 


۳۲ 


= ۲ ق( )- 1 ق(۱)-۴۳ = ۷V-‏ 
L4 r‏ 
۳ 1 3 
إذا علمت أن : | ھی دادعا کا افو اد 
٤‏ 


2 
٤ 


٤‏ دم= ق (س) . د س 
> م ق(س) 
7T‏ 7 
3 ِ ۲ ۳ 
ا اف ا ا ا م | جتا ۴ س. ق (س). د س ٤‏ 
9 دم 2 
جا( ) ق () - جا( )ق () ١۲۔4‏ سے ق ( )| ٠٤ا‏ 


۵ 
| مثال] إذا كار ق( (. =& u‏ ق (۵)ے ۳ › ق £٤ -)(١-(‏ 
اسع اکان ,ا سدس« ۲ ۲۵۱۵ ق 


فجد ,1 س ق (۳- ۲ س ) .د س 
= ۔- سه دس = دص 
د س 8 
عندماس = ۲ : ص = ۳ -!(۲)=-۱ 1 عندماس = -۱ : ص = ۴۳ )-۵=)۱ 


-) ت ۵ 
| س ق (۴- ۲س ) .د س : | (۴-ص) ق ( ص ) . د ص 


افرض و ۔ ٣۳-ص‏ 
د9 = -دص 


1 
٤ ٤ 
ے۹‎ : i 
2 (4 +١ ا ا‎ 


يتحرك جسيم على محور السينات بسرعة مقدارها ع (ن) ۔ نآو“ 
احسب المسافة الكلية التي يقطعها الجسيم في الفترة الزمنية [ ٠ ٠‏ ۵] 


۵ ۵ ۵ 
| (۴-ص) ق (ص) .دص دتا (((۴- ص) ق ص | - | ق (ص). ۰د ص) 


- ن 


۵ 
المسافة الكلية - .| اناه 


۵ ۰ 
.| . دن (- نھ ہم( - نھ“ _ هھ )) | 


8 ۵ 
> -(۵)آه + ۴(- ۵ه _ هھ )-(-)(. 


)آه + ٠(٣‏ هف -ها)) 
0 
= - ۷ه ١+‏ وحدة مسافة 
مثال إذا کان ق قابلا للاشتقاق على ح » ق( ۱۳)١۲‏ » ن> 


= 5 
وکان | س (س ق( س )+ ن ق (س)) .دس ۲۰۸ فجد قيمة ن . 


ن۱ 2 ۰ E‏ ن۱ 
| س (س ق ( س )+ ن ق (س)) . د = | س ق (س) . د س + ن | س ق ( س ). د 


ê 


۱ تا 
. د تتن چن _ س 
( ۲ ق()_ 


ق ( س ).د س ۲۰۸ 
= ۰۸ 


سوھ( اھ ند 
چ 2 1 
إذا كان ق (س) متصلاعلى ]١.[‏ وكان ق( ()=۲ق(١)‏ 
١‏ ر ۱ 
ف 


ر ق (س).دس بدلالة أ- .| ق ( س ). د س 


| س ق س :دس ےسا ق (س) _(۲ س ق ( س) ۲ | ق( س) 


۱ ۱ ۱ 
e‏ ق (س) .دس سا ق س)| - (( س ق (س)) |۲ ] ق( س) 


= 00 ق 1( )°( )° (( - )1)1( ق)1(-J§(*)r“(‏ 


بالاستعانة بالجدول اجاور > وإذا علمت أن كلا من ق » ه قابل للاشتقاق مرتين 
1 


r= (Îr 


2 ص 
فج | (ھ زس٢‏ ےت ق (س)). د س 


س 2 2 
| (ھ(س)_ س ق (س)). دس = ھ(س)۔_(س ق (س) | ق (س).دس) 
أ ا ۱ 
| (ھ(س)_ س ق (س)). دس ۔ (ھ(س) _ (س ق (س)۔_ ق (س))) | 
ا 


-(ھ(١)-(١ق -)١(‏ ق (۱))) -(ھ(-۱) -(-۱ ق (-۱) ۔ ق(١١)))‏ - صفرا 


| مثال | إذا كان ق قابلا للاشتقاق مرتين , ق( °)- ›ق(°)=-۵ E‏ 


ص ۱ 
ق (1) =۷ ق 4-۱ ق (۱)-۱ءفجد | س( ق (س) ق (س)+(ق (س))'). دس 


| س | ق اسا ق اساد( ق (س)) ]دس | شس ق ساق (س) دس + س( (س)) دس 
افرض و ۔ س ق (س) وم ق (س) .دس 
د9 (س ق (س)+ ق (س)). دس م ق(س) 
۔ س ق ( س) ق( س) | س [ ق( س)) ۽ ق ( س )ق( س)). د س + | س ( ق( س))'. د س 
۔ سق ( س) ق( س) ]ق ( س )ق( س) . د س 


® » د ص 
افرض ص-= ق (س) سه د ق (س) سه دس ۔ 


د س 


د ص 
2 
ق ( س ) 
ے 2 ۲ 2 1 
| ق س )ق (س) .دس | ص ق( س ) کد ہے ص ق (س)) 
ق(س) ' 1 


1 


1 ۴ 
.| فن( ا سان سيا( افیا دنن نق (س اة اس هه | 


۲ 


۲ ر‎ ۲ 
a ENE a EEE EOS 
۲ ۲ 


نستطيع أن نستخدم قاعدة التكامل بالأجزاء للحصول على بعض قواعد الاختزال 
فإذا كان الكامل على هيئة تعبير ذي أس ( ن ) فإن التكامل بالأجزاء يحوله إلى تكامل 
اخرذي اس أقل من ن . 


| مٹال] إذا کان عن ١]إلپو‏ س)* .دس ن د ط :فاثبت أن عر۔ س [لیو س نع ن 


@ افرض ق - (لوس)” 
دق = ن[لوس)" ل .دس , 
هھ س 
عن = س [لوس) - ]س .ن [لوس)* .ا .دس 
هھ هھ س 


> س (لیو س)' - ن | [لوس)* دس = س (لوس) نع ن٠‏ 


۳0۵ 


سا (لوس) ".دس ١ن‏ < ط ؛ أ ٠١‏ 
+ 


فاثبت أن ا ن 
بتآن عر ك (لپوس - ت عن 


U 


U 


U 


دق = (ن۔؟) قا“ س قاس ظا س . د س 


2 = 
دق = (ن-!؟) قا" س ظاس . د س 


ى = ظا س ق“ س . (ن-۲)] قا" س ظااًس . 
= ظا س قا“ س _ (ن-۲) | قا“ س (قااّس )١‏ . د س ع 


1 
د ظاس قا س + (ن )| قا" س . دس _ (ن ۲)] قا س . د س 


Û U 
س ( ۱+ (ن-١)) عن = ظاس قا" س + (نفدا)) قا س . د س‎ 
۲ 
ن-؟ غ ن-؟‎ 


ن 


س . 
mm.‏ عن = 8 س ظا س + 0 
ن )۱ ن - 


مثال | إذا کان عن | ظا س .دس :ن وط ١ن)۱.‏ 
ن۱ 
ظا س عن 


ثبت أن 


م ے جاس 

ن۱ ن۲ 
کن جا E E‏ س . -جا س . د س 
= جت" س .جا س + (ن ۱) جتا" ê‏ _ جتااس] . د س ع 


ن 


| 
جا سس جاعن و(ن ت( | جا کی دس ے 07 جیا شس داس 
ا 


ت 
سه ( +٠‏ (ن ا( )عن = چ“ س .جا س + (ن-۱) | جتا س . د س 


اک : 
سه یں ۔ جتا" س .جا س ہ فلا عن_, ع 
ل 


1 
ن 
E‏ س جا س . د س »ن د ط <Ù‏ 
فاثبت أن گن = ذجتاس ہږ ن س جا س ن (ن-ا) عن 3 
جا س . د س 
”جتاس 
ن س -جتاس .د 
چ ن - )۱ 
افرض و ۔ ن س 
دو = ن (ن-() س .دس 
GS‏ س 
ذجتاس + ن س 'جاس ن (ن-ا) غ ن_, 


تكامل اقترانات مثلثية مضروبة ببعضها أو مرفوعة لأس 
لق حساب التکامل | جا س جتا س . د س 
اة ارتي اح الاسن مون فرها موجياةا , . ولتفرض أنه الحددم: 
سه م-٠‏ عددزوجي سه م |١)‏ باستعمال عدد طبيعي أ . 
اء ھی کت فان: | چا ی ھا کی :ودی ے )| اا سی چا سن جاص ودن 
> | (جا س )ا جتا س جا س . د س 
عا ١ے‏ جا شا چا س چا تن وس 
| (ون )سن وض 
حيث نحصل على الصيغة الأخيرة باستخدام التعويض ص - جتاس 
" وإذا کان ن عددا فردیا موجبا > ۱ وباستخدام اسلوب مشابه مع وضع ص = جا بس 


: ا 
نحصل على : | خا اشن خا س وش اا جا نن جا س جتاس . د س 
جا س (جتااس) أ جتاس . د س 


1 
]| جا س ١|‏ جا س | جتاس . د س 
| 


ص (۱- صآ)' . د ص 


(ب) الحالة الثانية عندما يكون كلا العددين م و ن زوجيا موجبا. 
نستخدم في هذه الحالة المتطابقتين : 
جتااس ۔ 2 (۱+ جتا آس) جااس ۔ ا(۱ جتا اس) 
من أجل تنقيص أس كل من اقتراني الجيب والجتا . ونكرر هذه العملية إذا احتجنا إلى ذلك 
إلى أن نصل إلى صيغة يمكن تكاملها بالقواعد المتوفرة لدينا. 
[] حساب التکامل | ظا س قا س . د س 
اکب فا شن دق“ اشقا شس 
انستخدم الطاب قا ى = ظا ٠+‏ 
افرض ص = ظا س 
اکتب ظا س قاس ۔ ظا س ق اس ظا ش قا س 
استخمم التطابقة ظا س« قاس د١‏ 
افرض ص = قا س 


1 ۲ ا : 
وبنفس الطريقة وباستخدام المتطابقة ١‏ + ظتاس - قتاس نحسب التكامل | ظتا س قتا س . د س 
۳۸ 


مثال | جد | جاٌُٗس جتاٌ س . د س 
(اخ) في هذاالمثال ٤-٥‏ »ند۵ 


ٍ ك‎ ۵ ٤ 
جا شن چا سن دش د | جا س جتا س.جتا س . د س ا س (۱۔_ جاآس)' جتا س . د س‎ | 
افرض ص - جا س‎ 
د ص دص‎ 


= جتا هد = 
د س ٤‏ جتاس 


د | [ص ا ضا ضا ] :دص 
E‏ 


١ = 


۵ ۷ ۹ 
جااٴس ا جا س + ہے جااس+ ج 


(لحل) في هذاالمثال ۳۳ , ند۵ 


۵ ۵ 
| جا سس ا سن بون اکا فی کا فن چا شود < ](۱- جتاآس) جا س جتا س . د س 


@ في هذاالمثال م٣٠‏ ند۷ 


| جتا' س :دس د ] چتاٴس جتا س .دس ] (١۔‏ جااس) ' جتا س .ذس 


٤ 
صا + ۴ ص _ صا ). د ص‎ ٣- ۱(| = اا قاش ا‎ 
جتا س‎ 


ص _ صا ص - ا ص + ج 


(لحل) في هذاالمثال ١ ٤-٥‏ ند؟ 
٣‏ ۲ ۲ 1 
| جا ف چا سن دس ×| (جا س) (جتا س ). د س 


| ((١-جتا‏ اس) |"( (۱+ جتا اس )) .د س 


(١-جتا‏ ۲ س) ( ۱+ جتا اس ).د 


۰ 
-١(‏ جتا ۲س = | _ (۱+ جتا٤‏ س ))+ جتا ۲ س). د س 


1 

2 

= ل | (۱- جتا ۲ س جا آل جا وسن ودش 
۸ 

۱١ 

¥ 


|جتا ۲ س . د س | جتا ۲ س جتا؟ س . د س | (۱- جا ۲ س) جتا؟ س . د س 


۱ 
e‏ - ۲ (جتاس)' + ج 


CD‏ في هذاالمثال ۵۳ »ند4 


| ظا س قاس . د س ۔] ظا س قاس قاس . د س ۔] ظا س (ظا' س + )١‏ قاس . د 


4 8 3 4 
افرض ص = ظاس سه قا س سوھ دس ۔ س 
قاس 


ص“ ( ص + ۱) قاس . گے = 1 ص۷ + ص“ ). د ص ۔ 
قاس 


a 
٠دن.‎ ۵-٥ (الحل) في هذاالمثال‎ 


| ظا“ س قا س 4اذ لفل ت | ظا س قاس ظا س قا س . د س 
1 
= |( قاس )١-‏ قاس ظا س قا س . د س 
ا د ص ج : د ص 
افرض ص = قاس سه ہے ۔ قاس ظاس سه دس ۔ے۔ — 
قا س ظا س 
قا س ظا س 


٣ ا‎ 


e ۵0. VV. 
صا _ ا ص“ ۽ | صم ج ۔ ل قا س ے قا سم ل قاس + ج‎ 1 
۳ ۵ ۷ ۳ ۵ ۷ 


مثال جد | قا س .ذس 
@ في هذاالمثال ٠-۳‏ ندا 


| قا" س . د س = | قاس قا س . د س ا ظا سء () قا شن ,دس 


i ل د‎ FT 
. افرض ص = ظاس هھ گل ۔ قاس هپ دس‎ 


f 
قا س. - - |( ص + ۲ ص + ۱) . د ص‎ ')١ + صا‎ ( | 


جد | (ظاس)' قاس . د س 


i :‏ ۳ : 
أ = 4 = 
CD‏ في هاا لاال م E‏ 


f a e a 
(ظا س)٣ قاس . دس ۔ |( ظا س)٣ قاس قاس . د س‎ | 
۳ 
۴ TT | 
قا س .دس‎ )١( + د ) (ظاس)' (ظا س‎ 
افرض ص = ظا س ل‎ 


i 
قاس په دس = د ص‎ = - 4 


قاس 
2 
اض (ضا+ ]قا س 
1 
۵ قا س 


ا 7 7 
+ > صا + ج ۳ ( ظا س)٣‏ + ( ظا س ٣)‏ + ج 


المعادلات التفاضلية 


المعادلة التفاضلية : هي معادلة ختوي على مشتقات أو تفاضلات . 


| تعريف | حل المعادلة التفاضلية : إيجاد علاقة تربط بين المتغيرات بحيث < ختوي هذه 
العلاقة غلین مشتقات أو تفاضلات على أن خقق هذه العلاقة المعادلة 


التفاضلية والشروط المفروضة عليها. 


و يكون الحل : عاما « إذا احتوى ثوابتا« ج» . وخاصا« إذالم يحتو ثوابتا«ج». 


المعادلة التفاضلية القابلة للفصل 

(تعريف) : المعادلة التفاضلية التي بمكن كتابتها على الصورة ه(ص) ت = ل (س) 
تسمى معادلة تفاضلية قابلة للفصل . وخل هذه المعادلة بفصل كل متغير مع تفاضلته 
فتصبح المعادلة على الصورة: ه (ص). دص د ل (س). د س 

وبعد ذلك يكامل الطرفين الأيسر والأمن , وبالرموز | ه(ص). دص =[ ل (س) .د 


مثال أ جد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية : 


الذي يحقق الشرط : ص= ٠.‏ عندما لس = * «إكتب الجواب على الصورة ص = ق (س)» 


د ص + ۱١‏ د د 
ص ص 


یس 
دس س( 


ص + (١‏ س( 


= لو |اس |١‏ + ج 
ھ 


هھ لوا +| لوا.-١|‏ + ج سه ج 
ات 


.. لو|ص+ا| = لو|إس-١|‏ 
ھے ھے 

| ص +| داس |١‏ ے ص ١+۳‏ س( او ص ١+‏ ١س‏ 

ھپ ص = س ؟ ص ے _ یں 


مرفوض « # يحقق الشرط الابتدائي » 
ص ے _ س 


| مثال | الحل الخاص للمعادلة التفاضاية: ”صد خا سے خا 
| مثال | جد الحل ص د ية: = + ص جتا س س 


الذي يحقة الشرط : صد ۳ عندما س = ٠‏ «اكتب الجواب على الصورة ص = ق (س)» 


@ جگ + ص جتاس = جتاس سے گل = جتاس ‏ ص جتا س 
د بس د س 
د 

ھ اگ د جتاس -١(‏ ص) - = جتاس .دس 

د س ١‏ - ص 


| = | جتاس . د س سھ لوا|ر۔- ص| ۔ -جاس ہج 
ص ھ 


ص۳ عندما س ٠=‏ سوه لو|١(-۳|--جاء٠بج‏ سوه ج دلوا 
هھ هھ 


(-جاس + لو؟) - جا س 
.. لوإ|ر-ص|--جاس +لوم؟ سوه |١-صا|=‏ هھ 5E‏ = ۲ھ 
ھ ھ 


- جاس - جا س 
آھ سه ص ١‏ (- اه مرفوض « لا يحقق الشرط الابتدائي » 
- جا س 


س ص ,حيث س > ° ,ص > ° 


ج ال العام للمهاة التقاضلية : 


« اكتب الجواب على الصورة ص = ق ( س ) » 


OT : :‏ دص _ 
جد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية : (سا+ إ) 2ك س ص 
الذي يحقق الشرط : ص= ؟ عندما لس <= ٠‏ «اكتب الجواب على الصورة ص = ق (س)» 


ل لو (سآ+ا) ۴ س ٠+‏ 
اا + لے ') _ ۲ س +( 
ص = آ۲ بس + ۱ أو ص = = بس" + ۱ مرفوض # يحقق الشرط الابتدائي 


ہیں = ص ص 
۾ سآ هھ 


š‏ ۰ . ا ا د 
جد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية : ص 


الذي يحقق الشرط : ص = | عندما س =( « كنتب لوان لى الضورة نة ق( س )ةه 


س - - ص - س 
7( دص ے و ھتہ سا پر دص ۔ ھ ( ھا + س') 
د س 


للمعادلة التفاضلية : س ص = ( س + )٤‏ ص' 
يحقق الشرط : صد ١‏ عندما س ١٠‏ (اكتب الجواب على الصورة ص = ق ( س) ) 


= (س ې ٤‏ س ). د س 


۲ + س ۲ سآ 


جد الجحل العام للمعادلة التفاضلية : ٣‏ ظاص - ص قاس - . 


ص 5 5 . 
سه | هھ . دص = | ظاس قاس . د س ھک ت قاس چ ج 


ص = لو( قاس + ج) 


مثال أ جد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية : س . د ص ۔ ص لو ص . د س 


الذي يحقق الشرط : ص = هھ عندما س = ؟ (اكتب الجواب على الصورة ص = ق ( س) ) 
1 


د سس د س 
= س = 


2 
لوص س 
هھ 


= لو|س| + ج 
هھ 


ا توا ۴اچ ج سے چ ووا 
ھ هھ 


جد الجحل العام للمعادلة التفاضلية : ۲ جاآس . د ص + صا . د س = ۲ . د ص 
(اكتب الجواب على الصورة ص = ق ( س) ) 
(الحل) ۲ جاآس .دص ۲ . د ص = - صآ. د س 


۴ 1 
سوه ۲.د ص (جاس )۱١‏ ے- ص .دس 


۳ 
ےم س ص 
| مثال ] جد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية : کل د ا 


: قة الث = دما + سا 
الذي د قا ی و (اكتب الجواب على الصورة صد ق ( س) ) 


سه ص ".د ص - دن 


+ س 


٠‏ یکامل بالتعویض 


دع 


2 ۲ 
افرض ع ۔ [(+س؟ ےھ ع۱ +س!ا ۔ ہے ا 


جد الحل العام للمعادلة التفاضلية : دص 


جد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية : س ص ص = لوس , س>٠‏ 
ھ 
الذي يحقق الشرط : ص = ؟ عندما س ١‏ (اكتب الجواب على الصورة ص دق (س) ) 


جدقيمة ج: ص-= ١‏ عندما س = ( ىه ( ۲ (لوا) + ج سه جدے 


ص" (لوس) ابع 


[(لوس) ايء ص الو سے 


جد الل العام الما ااا ةوك من ا 


(اكتب الجواب على الصورة ص = ق ( س) ) 


الفاس رة . د (اج+ه) (ص'-١)‏ 
| مثال | جد الحل العام للمعادلة التفاضلية : (١+ھ‏ ) 


س 
م a‏ | + هھ . د س 
® | 


5 


د ص 
e |‏ 
1 ت أ ( ص ١+‏ ) + ب ( ص ١ ١‏ ) 
— + ْ = 
(ص-١)(ص+١)‏ ص-٠١ا‏ ص+١‏ ( ص - ١‏ )( ص ١+‏ ) 
هه ۱١‏ _- أ( ص+١)+ب(ص-١)‏ 
بوضع ص = ۱۰ : =١‏ (-١+١)+ب(-١-١)‏ 


)١-١٠(ب+)١٠+٠(أ‎ ١ : ١ = بوضع ص‎ 


د ص 
el‏ 


. جا‎ ١ 
: مثال ] إذا کان فأوجد العلاقة بين س و ص علما بأن‎ | 
چا س‎ ے١‎ 


بض ا . د س 


جتا ۲ س 
e 1 1‏ 5 5 
چ ظاص - ے ظا۲ س + ج 
١‏ 


2 
0 کچ ھی 
3 ۲ 0 ۲ 


۴ 
مثال | إذاكان 2د و فأوجد العلاقة بين س و ص علما بأن : 
د بس 
جتا ۲ ص 


ص = 7 عندما و 


CD)‏ جتاا؟ ص .د ص - جااس . د س 
ته (۱+ جتا٤ص)‏ .دص < ۱(۸ جتا آس) .دس 
و | (۱+ جتا ٤ص‏ ) . دص = (|(۱-جتا آس) .د س 


هه ص + ا جا ٤ص‏ د س - ل جا ۲ س + ج 


منحنى ميل المماس له عند أي نقطة ( سء ص) عليه يساوي ص ١+‏ 
أوجد معادلته إذا علم أنه مر بالنقطة (١ء٤)‏ ۴س ۲ 
س ا 
a ~~ =‏ = 
ل٣۴‏ س۲ ص +۱ ل٣س‏ ۲ 


)- 


ها ااا دض ا نا د 


۱ 
سه ( ۲ ص +ا) ا (۴ س -۲) + ج ا 8 د 


۲ ۷ 
المنحنى يمرب )£۰1( a‏ | += 1-0 ++ سه جدن 
. ص Rl ٠+‏ + 


| مثال] إذا كان ميل المماس لمنحنى علاقة عند النقطة ( س ص) يساوي س هگ فجد 
قاعدة العلاقة علما بأن النقطة )٠.۲(‏ تقع على منحناها. 


ص - - 
= اس ھے ہے ھگ .د ص = س . د س سه | وگ . د ص = | س . د س 


(Fs 
٣= سه هھ - + ج سه ج‎ )۰:۲( 


۱ 
7 
إذا كان ق كثير حدود من الدرجة الثانية , وكان ق )١(‏ د ۴ .1 ق (س) . دس د ر 
1 
.)ا ق (س) .دس = ١ ٠۵‏ فجدقاعدة الاقتران ق . 


@ افرض ق (س) ے إ سا + ب س + ج 


١ ۱‏ 
2 
ا هھ ق (س) | =( سوه ق (۱) ق (۱))۰ 


هھ (أ+ ب + ج) _ ج = CFs sas‏ 
۳ ۳ 


2 3 
.| ق (س) .دس = یر ې ف (س) | دوا س ق ۴) = =a‏ 


هھ (۹ ٣+‏ ب + ج)_ ج 
بحل النظام المكون من )١( , )١(‏ 
ق (۱)= ۱(۲ )- (۱)+ ج = ت 


2 


إذا كان ESE‏ ق ٤-)١(‏ )(-1 
فجد قاعدة الاقتران ق . 
س سا ضر 
کو ا و کے س 
ق (س) =| ق( س) .د س د[ 1 .د س 
لكن ق ٤)((‏ سه ا( )+ ج م٤‏ وه جمد 
ق (س) ۔ ٦س‏ م 
ق[ اا ق (سا :دس <|( س ۲). دس ۔ ٣سآ‏ ٣س‏ + جم 


لکن ق (۰)۔٣۴‏ سے ۲!)۰(۳(.)+جمرد ٣۳‏ کد ا م 


ق ( س)۔ ٣سآ‏ ۴س ہم 


إذا كان ق“ ( س) < ق ( س) فجد قاعدة الاقتران ق علمابأن: ق ١ -)١(‏ 
ق ( س) 


پچ لوا ق( س)|- ٤‏ س+ چ 


دس = | ٤‏ .دس 


5 ع سج چ 


د ص ٠‏ وكانت ص = ٠١‏ عندما سه › 
د بس 


ص د ٠‏ عندما س١٠‏ » فجد: | (] قيمة الثابت أ . 


قيمة ص عندماس = ٠١‏ . 
O‏ دص إ ص 


پے 2 ص ے ا .دس وا 
د س ص 

سه لوإاصا|-- اسب جم 
هھ 


- أ س+ جل 
سه | ص | هھ 


ت ۲ن ١‏ م/ثاً. (ن‌بالثواني) وکانت ف ۱م 9 ع۲۴ م/ث عندما ن۰ 


جد: 5 سرعة و موضع الجسيم عندما ن = 1 ثوان . 
المسافة الكلية التي يقطعها الجسيم في الفترة الزمنية ]٠٠٠۰[‏ . 


الموضع الابتدائي ا 

نقطة ج 

o محور الحركة‎ CD 
سه‎ 


ع( ن)] ت(ن) .دن | ۴ن - ()۔ دن ےنآ ن ہ جم الجا الیجب الاجا السالب 
لکن ع(۰) ۔ ۲ ےھ (١)'۔(۰)+‏ جرد سوه جردا 


€ (ن) = نآ ن +۲ 
ف(ن) = | ع(ن) .دن SFE Olé‏ ا ن نا+ ن + جم 
۳ 
= ۱ هھ 1-٣)‏ (۰) +۲ (۰)+ ج ١١‏ وه جما 


لكن ف(٠)‏ 1 
۳ 


ف( ن ) ےا ن" 1 نآ+ ۲ن + )ر 
۳۴ 


ث/P‎ T= f+1-(1)-(E 
PV -۱+(1)1+4 00)01 (1)1 = ف10(‎ = 
۲ ۳ 
]١٠٠[ المسافة الكلية التي يقطعها الجسيم في الفترة الزمنية‎ ] ١ [ 
1 1 
ع(ن)| .دن =| | نا ن + ۲| .دن = | ( نآ ن +۴). دن‎ | | = 


1 
OE CL Ee OE Le OL OE OLE 
1 ۳ ۳ ۰ ۳ 


= 1٩م‏ 
يتحرك جسيم على خط مستقيم فإذا كان تسارعه اللحظي يعطى بالعلاقة 
ت = 1( ن )١-‏ ( ن ٠+‏ ) سم/ ثأ . إذا علمت أن سرعة الجسيم الابتدائية تساوي 
۰ سم/ ث وأن ف -. عندمان =۰ 
فجد: سرعة و موضع الجسيم عندمان = ١(‏ ) ثانية . الموضع الابتدائي 
جم نقطة المرجع 


OO‏ ت (ن) = 1ن +1 ن ۱۲ ي 
os e ۴‏ 
ع( ن )=| ت(ن) .دن =| (1 ن +1 ن-۱۲) .دن الاجاه الموجب الاجاه السالب 

۲ ن +۳ نا ۱۴ن + جر 
لکن €( ۰) ۲١١‏ سه ۰(۲) + ۰(۳)-۰(۱۲) جم = ١٠اسهھه‏ ج د۲ 
€ (ن) ۲ ن "+۳ ن ۱۲ن +۲۰ 


ف(ن) = | ع(ن) .دن = |( ۲ ن +۳ ن ۱۲ن +۲۰ دن = ن + ن" 1ن + ١۲ن‏ + جم 


لكن ف( ۰) = . ٠= N‏ سه جمد 


ف (ن) = لے ن + ن" 1ن + ۲۰ ن 


(E =‏ =( +( )+۰ - £ سم/ث 


= ف(۲)- 00(2+ )1-0 + ۲)۲۰ سم 


جرا خسم على خط مستقيم بحي أن سه € رر فة دة 
مع الزمن ن دقيقة بالعلاقة :ع - ڭ ‏ . فإذا كان الجسيم عند بدء قياس الزمن 
ن ٩+‏ 
يبعد ١‏ أمتار عن مين نقطة ثابتة ( و) . فأوجد بعده عن النقطة (و) عندمان = 
( )دقائق . 


@ ف(ن) = | غ(ن) .دن و 
| ن+ ٩‏ 
افرض ص | نا+ ٩‏ سه صا = ن ٩+‏ سه ص ا ۲ن 
| ن دن دال ص =| دص ۔- ص ہج = ن + ٩۹‏ + ج 


AÛ 

ae 

لکن ف( ۰) = ۳ سے | ( .)+۹ + ج د٣‏ سه جد 

> ف (ن) = ب( ٩+‏ 

سه فا د ۹2و م 

مثال | انطلق جسم في خط مستقيم من النقطة أ فإذا كانت سرعته ع /٣٥‏ ث 

.1 1 
تعط, بالقاصة :ع | 0۴ 2 ,م لون بقرتي 

2i2, 1-1 

فجد إزاحة الجسم في الفترة الزمنية [ ..۵] 


۵ ۲ 


@ الإزاحة >| (iE‏ .دن = .| ٣ن‏ .ن +| (۲-۱ن).دن 
, 


.دن 


۵ 
P Fo = ((T)- (1)11)  ( (0) (0)۱1) + (°) (7) < |) - ن" | ۱۹ن‎ 


يتحرك جسیم علی طول خط مستقیم بتسارع ثابت قدره ۴ /٥‏ ث' › 
أوجد السرعة الابتدائية للجسيم ( ع,) حيث ع, ) . ٠‏ علما بأن المسافة التي يقطعها 
الجسيم في أول ثانيتين من بدء الحركة تساوي ٠١‏ م . 
زا کا = ٣‏ نپ ج 


عنذهاا ن ک۰ ع دع أي ج = ع (ن )0۳+ 


۲ ۲ 
نكن | اغ( )دق د N ٠١‏ 
. : 


٠ 
)نا+ ع )| ت‎ TT 


e = ((JE+)E) (DO E+) ) qa 
1 ۲ 


| مثال | من السكون وابتداء من نقطة الأصل يتحرك الجسيمان أ »ب على محور السيتات 
فإذا كان تسارع الجسيم أ يعطى بالعلاقة : ا 1ن -۳ سم/ ثآ, وتسارع الجسيم ب 
يعطى بالعلاقة : تاب = ١١‏ نأ ۸ سم/ث' . حيث ن الزمن بالثواني .جد بعد كل منهما 
عن الآاخر عندمان = £٤‏ ثوان . 
() ت ع (ن) ۔ | ت ,(ن) 00 Fa‏ ادن ۴ نو جم 
لكن ع,( ا هھ کے د 
ف =| 6E‏ 85| 0۴ .. نا ن + جم 


= 


لكن ف۰( )+ جم 


0 نا نا هوف 0 ده 


ف )| ت( ت )دن > ]۴آ ۸ )دف دع ن ۸ ن روث 
لکن ع( .)= +)۰(۸-)۰(٤‏ ثم ٠=‏ سه ثرد. 
في (ن ) =| عي (ن ) ن = |( ٤‏ ن" - ۸ ن). دن ن ٤‏ نا+ ثم 


۴ 
لکن کے( :) ے0 جک اہ ع کو د 
کفا ‏ ےوو ‏ ے ق ‏ - 00 7 مھ 


في  )£(‏ فز( ) = ۱۵٩ = ٤۰-۱۹۲‏ سم . 
۲ ثانية ج ن رح ١‏ ثانية تعطى سرعته حسب العلاقة : غ قدم/ ث»؛ حیث <٤‏ 


ت مقاسة ب قدم/ ث'. إذا علمت أن ع = ٩‏ قدم/ ث عندمان د ١‏ ثانية . جد تسارع 


الجسيم عندمان = ١‏ ثوان . 
(اخلÇ‏ ع ت -ء و ع که ع .دع =٤.دن‏ 


هه | ع .دع ٤=‏ .دن سه کون + ج 


(1 
)١(٤ =‏ + ج وه ج١٠‏ 


لکن ع =1 عندما ند! 
ع" 1 
سه a i ES‏ € = 0۸4+ س4ع = 0۸+ 


عندما ن ۳ : ع = [۳(۸)+۲۰ = ١١١١‏ قدم/ث 


IDE 


mM Mlr Ê 


+£ 


عندمان = صفرا . 


سم/ ث 


وھ ٤‏ +ف .دف ۵.دن س | 2 و و 


f 
وه ٤ف بك د ۵ناج‎ 
1 


)+ ا = ۰(۵) + ج هھ جد 


ےھ فا +۸ ف ۱۳۵ . 
۲ 


: 
(fa-) (04 1E} +A - 


۲ 

و- 4+ ا ے +٤‏ لإ (٤(١‏ سم لأ الجسيم يتحرك على محور السينات الموجب 
TT‏ 

ت = ۰( ف قدم/ ثا ٠‏ حيث ف موقع الجسيم بالنسبة للنقطة (و) . إذا علمت أن 


ف = 


ف ۲ قدم عندما ع ٤‏ قدم/ث. فجد ف عندماع = .٠‏ 


ع 


هھ | ع.ر ع | ۰ف .دف ج 


۱)۲٣ = )ج هھ ج‎ ٣(۵ 


1 
٤ 


تج ۴ثآ ؛ ع ٠>‏ حيث ع مقاسة ب م/ث . إذا علمت أن موضع الجسيم 
ف = ۲۲۱۰ م عندمان = ٤‏ ثوان . فجد موضع الجسيم عندمان (١(١‏ ثانية . 


دگ ا 
ت 


e a‏ ح هھ اع :دع ادن 


ن سه ع الارن 
ع _ دف ۲۷ ان ت س دف ۴ )| وا :دة 
ذا 


ن ج ا وپ 


۳ 
ا ن ٤=‏ ا ا کک 
۳ 


V1 ۴ Vf 
ALA ا |د‎ V4 
۳ + ل‎ a ف‎ .“. E GS Sx EES 
N, ۶ 0(١ e 
۱= ن‎ 


۳ 


۷ ققدم / ث لكنها تزداد بازدياد درجة الحرارة . أظهرت التجارب أن معدل التغير فى 


e‏ دع ۷ ج 
لدیسر عد الصوت فی الهواء بالنسبة لدرجة الحرارة ھو: س د 
: د VFJr‏ 


لکن ع = ۱۰۸۷ عندما ٣۔۷۳٣‏ سه ۱۰۸۷- a‏ 


TVPY 
ج قدم/ ث‎ ۰۸V 
1 


| مثال | خزان ماء فارغ سعته ۵ , ١,‏ م" يصب فيه الماء تدريجيا معدل (ن+؟) م/دقيقة 


حيث ن الزمن بالدقيقة . أوجد الزمن اللازم #متلاء الخزان . 
دح 
دل 


ا۳ وی یھ جد 


د ل جهھ و € د ل :د E‏ 
ن 
EO CS‏ 


عند امتلاء الخزان ح = ۵ ,۲۲ 
.۲ 
e‏ سه نآ ٤ن‏ ف٤‏ سه (ن + ۹)(ن-۵ 


= ۵ دقائق الزمن اللازم امتلاء الخزان . 


مثال أ إذا كان معدل التغير خت تأثير الحرارة في مساحة صفيحة م من المعدن بالنسبة 


للزمن يتعين بالعلاقة : حأ - ٠,٠٠۵١‏ نآ + ٠۲‏ ,٠ن‏ حيث م المساحة بالمتر المربع , 
دں 
ن الزمن بالدقيقة . فأوجد مساحة الصفيحة قبل بدء التسخين مباشرة إذا علم أن : 


م = ٩۰‏ مترامربعا عندما ن = ٠١‏ دقائق . 


Sa i 


مساحة الصفيحة قبل بدء التسخين مباشرة ( أي م عندمان= )٠‏ 
و ,۰ )0+ )۰,۰ )۰+ 4 - ٤‏ مترامريعا. 
| مثال | في جربة ما كان معدل التغير في حجم كمية من الغاز ح ( مقدرة بالمتر المكعب ) 
بالنسبة للضغط الواقع عليه ض ( مقدرة بالنيوتن | متر مربع ) يعطى بالعلاقة : 


ء 


أ ۰ 
٠‏ (أثابت) وکان ح د ۱۲ م" عندما ض = لے نیوتن / ما AN‏ 


نيوتن / م . فأوجد العلاقة بين ح و ض . 


۲ وض ]دع ع 


أ 
ضآ 


ء۶ 


E a دض‎ . 
ض‎ 


)١۱(... ج‎ +۲ ۱۲ EEL TT E 
۱ 


بحل المعادلتين(١‏ )و( ) ي 


ee ek‏ م" 


راتوا خب اتاهد ك إو ت ية وهر 


دن 
ن : الزمن بالساعات » إذا كان عددها بعد ساعة واحدة يساوي ٤٠٠١‏ , فجد عددها بعد 


ثلاث ساعات ونصف . 


O 


د ں 


ت 


= لو٤ ٠‏ ت e‏ .دت = لو٤‏ .د ن سه ]| ل .دت = لو٤‏ | د ن 


۵۷ 


ت ۵ ۷ 
JIA** = (1)1. = 4 2|‏ 
ن = ۳,۵ 
بفرض أن تعداد سكان العالم كان ٤,۵‏ مليار في عام ١۱۹۸ء‏ وأنه يزداد حسب 
العلاقة: 2گ - ٠,٠٤‏ لوا ٠‏ ع » حيثع : عدد سكان العالم بالمليارات » ن: الزمن 
دن هھ 
بالأعوام . کم یصبح تعداد سکان العالم عام ۲۰۴۳۰ ؟ 
@ فک د غ لوا :ع س سے دع د٤‏ لو .دن نكامل الطرفين 
۹ ھے ھے 


د ل 


)۵0۰( ۲ 
= 4,۵ ( ۲ ) = ۱۸ ملیارا. 


في الأسابيع الأولى منذ الولادة تزداد كتلة المولود مرور الزمن وفق العلاقة : 
دك ٠,١‏ إك , حيث ك كتلة المولود ( كغ ) بعد ن( أسبوع ) منذ الولادة . بفرض 
کل 
أن مولودا کتلته عند الولادة ۴,۲١‏ كغ . جد كتلة هذا المولود بعد أسبوعين منذ ولادته . 


8 
EO‏ .دن هھ | حك |۲ .دن وا كا بوك =| .دن 


و ٢آ‏ كآ ۰,۲ ن + ج ۲ك ,۰ن + ج 
لكن لك = ۳,۲٤‏ عندما ن =. 

سه )آ٣‏ د آ,۰(۰)+ ج هه ج دا٣‏ 
f e‏ 4 ۲ 
Pl +i ‘f= dT <.‏ ك = (۰,۱ن+۱,۸) 


(,۴(۰)+ 0,۸( -:ء كفم 


E TG 

يعطى وفق العلاقة: 2© د - ۳١‏ نقآ, حيث ح : حجم النيزك ( بالمترالمكعب ), ن: الزمن 
د 
(بالدقائق) » نق :نصف قطرالنيزك (بالمتر) . إذاعلمت أن نق = ٤‏ م عندمان = صفرا. 
جد [ا] العلاقة بين نق و ن. 
نق عندمان = (۲) دقيقة . 
٣‏ ( ۴ نقا دک) ٣٤‏ نق دنق 
دل دن 


نق £ نةا دنق 
دن 


4¿ = (.)ج سه جد 


.. نق =£ ن 


خزان ماء اسطواني الشكل مليء بالماء ارتفاعه ١١‏ قدما وطول قطر قاعدته 
۵ أقدام يتسرب منه الماء نتيجة لوجود ثقب في قاعه فينخفض ارتفاع الماء فيه وفق 


العلاقة : دل . ٠‏ إل , حيث ل ارتفاع الماء ( بالأقدام ), ن الزمن ( بالساعات) . 
دن 
الزمن اللازم حتى يفرغ الماء من الخزان . 


١ 
اتا بلي . ۲.د ا د ل <| .دن‎ 
ل‎ 


١ 
پے ۲ ل ٣ن + ج ۲ )ل --۲ن+ ج‎ 
عندما ن-. سيه 1(۲( -٣(١)+ج سهھ جد‎ ٠1 = لكن ل‎ 
1 
)٤+ن-(-ل هھ‎ ۸+٣ -- إل‎ 
أقدام‎ ۹ ٤+ - (| 
۱ ن‎ 
قدم" حجم الماء في الخزان بعد‎ T7 01,1۵ = (4) (ra) r= ZC 
. ا ساعة من تسربه‎ 
۲ 4 ٣ 
يفرغ الماء من الخزان عندمال = صفرا. سه . -(- ن+٤) سيه ن٤ ساعات.‎ 


الزمن اللازم حتى يفرخغ 
الماء من الخزان . 


مثال | الة صناعية قيمتها عند الشراء )۲۵٠١(‏ دينار وكانت قيمتها تتناقص مرور 
الزمن وفق العلاقة فك .+| حيث ق قيمة الالة بعد ن سنة من شرائهاء 
احسب قيمة هذه الالة بعد (۳) سنوات من شرائها . 

7 کا ین سه اوق كارن دن 


ق = ۵۰۰ (ن+() + ج 4 ق = 0۰ + ج 


ن +۱ 
= ۲۵0۰۰ عندما نل =۰ 


0.۰ 0۰ + ج ےھ ج . 


۲٠۲۵ - ۰.۰‏ دينار (قيمة الالة بعد ۴ سنوات من شرائها) 


إذا كان طول رضيع عند الولادة ( ۲١‏ ) إنشا , فاحسب طوله بعد أسبوعين منذ الولادة 


« أوجد الجواب أقرب انش» 


E @‏ (۵۰+ )ون هھ 1 دل = |۵۰۰ (۵۰+ت) ون 


سوھ ل-- ۵۰۰ (۵۰ + ن) + ج و ل 0 ج 


J +0۰ 


لکن ل = ۲۲ عندماان =. 


۴ :1 + ج سه ج آ۷ 


. الجواب #أقرب انش‎ ٤ 


تذكرالتمثيل البيانى للاقترانات الاتية : 


17 


۱١‏ عتمادا على رسم منحنور الاقتران ق ذ نستخدم التحويلات ١‏ لهند سية لرسم منحنيات 
أخرى . 

]١ |‏ التحويل ص - ق (س) + ج ١‏ ج>. 

* منحنى الاقتران ص = ق (س) + ج هو انسحاب لمنحنى الاقتران ص د ق (س) بمقدار 

ج وحدة إلى الأعلى . 

ج وحدة إلى الأسفل . 


ay 


١ |‏ ] التحويل ص = ق (س + ج) › ج>۰ 

» منحنى الاقتران ص = ق (س +ج) هو انسحاب لمنحنى الاقتران ص د ق (س) بمقدار 
ج وحدة إلى اليسار. 

»+ منحنى الاقتران ص = ق (س _ ج) هو انسحاب لمنحنى الاقتران ص - ق (س) مقدار 
ج وحدة إلى اليمين . 


ارسم منحنی کل من : ھ(س)۔ (س -۲)' م (س) = (س + ۴)' 


م (س) = (س + ٢)آ‏ 


| ۲ ] التحويل ص =- ق ( س) 


«+ منحنى الأقتران - ق (س) هو انعكاس لمنحنى ق ( س ) في محور السينات . 


| £ ] التحويل ص = ق (- س) 


» منحنى الاقتران ق ( - س ) هو انعكاس لمنحنى ق ( س ) في محور الصادات . 


ارسم منحنی کل من : ھ(س)۔ | - س , م (س) = - اس 


]١ [‏ التحويل ص = أ ق (س) ‏ أ > . 
منحنى الاقتران أ ق (س) » أ )> ٠‏ هوتكبيرلمنحنى ق (س) باجاه رأسي ومبتعدا عن 
محور السينات ومعامل مقداره أ ٠‏ إذا كانت أ > .١‏ وتصغير بشكل رأسي ومقتربا من 
محور السينات ومعامل مقداره أ إذا كانت ۰< أ ١<‏ 
| مال | € EE wur _ ١ e‏ 
ارسم منحنی کل من: ق (س) ۔ سا ؛ ھ(س)۔ ۲ س'؛ م (س) = س 
على نفس المستوى الديكارتي . 


تذكر: 
[] یکون تلاقتران مقطع سیتي عند ج إذا كان ق ( جا صفا: 
يكون للاقتران مقطع صادي عند ج إذا كان ق (۰) = ج. 
معادلة محورالسينات هي : ص = . و معادلة محور الصادات هي :س = . 
[کا لإیجاد نقط تقاطع الاقترانین ق س )؛ هھ( س) إن أمكن , نضع ق ( س )ده (س). 


مثل الافتران ض د٤‏ - ]س - |٣‏ بيانيا. 
ص 


ص = | س ۲| 


۲ 


مثل الاقتران ص دإ ۲ - س بيانيا. 


مثال | مثل الاقتران ص د سآ-٤‏ س + ۵ بيانيا. 


© بإكمال المربع في س . 
ص = ( سآ ٤ے‏ س + £) ٤‏ + ۵ سھ ص =( س ,)+۱ 
ص 


ص = ( س۲ )+۱ 


أولا : حساب مساحة منطقة محصورة بين منحنى اقتران ومحور السينات . 


إذا كان ق اقترانا قابلا للتكامل في الفترة [ أ» ب] » فإن مساحة المنطقة (م) 
احدودة منحنى ق ومحور السينات في [ أ»ءب] تعطى بالقاعدة: ۴ | ق (س)| . د س 
- لإيجاد مساحة المنطقة الحدودة بين منحنى الاقتران ق ومحور السبنات في [ »با 
اتبع الخطوات الاتية : 
_١‏ جد أصفار الاقتران ق ( إن وجدت ) واهمل الأصفار خارج الفترة [ أ»ب] . 
آ_ عين على خط الأعداد العددين أ و ب ومابينهمامن أصفار الاقتران ق . 
۴_ ابحث إشارة ق في [ أ» ب] 
بين كل عددين في الخطوة ١(‏ ) عوض عددا يقع بينهما في قاعدة الاقتران ق . فتكون 
إشارة ق في تلك الفترة الجزئية هي إشارة ناج التعويض . 
- إذا كانت الإشارة موجبة فإن المساحة الجزئية = تكامل الاقتران ق على تلك الفترة . 
-إذا كانت الإشارة سالبة فإن المساحة الجزئية = -تكامل الاقتران ق على تلك الفترة . 
_٤‏ اجمع المساحات الجزئية التي حصلت عليها لتحصل على مساحة المنطقة المطلوبة . 
انظر الأشكال الاتية 
حيث م مساحة المنطقة المظللة ( مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران ق ومحور 
السينات في الفترة [ أ»ءب] ). 


أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنی الاقتران ص = - سآ + ۲ س + ۸ > 
ومحور السينات . 


. خد أصفار الاقتران ص‎ CD 


سآ + ۲ س + ۸ = . سه آ۔۲ س ۸ ٭ سوھ (س )٤-‏ ( س +؟)= . 


gg‏ سے¿ ۽ سے -؟ 
+ + + 
ابحث إشارة ص . م ğöۈليل‏ عوض عدد بين ١١‏ و ٤‏ وليكن ٠‏ في قاعدة الاقتران 


٤‏ 4 فإشارة ناج التعويض هي إشارة ق 
٤‏ 
م | (- س + ۲ س + ۸) . د س ل 5 
م 


J‏ ك 
= ( 1 £+( )+ £4)) - ( س( )+( )+ 7۸ 0) ۴ وحدة مساحة 
۳ ۳ 


ومحور السينات . 
( ل خد أصفار الاقتران ص . 


سا _ ٦‏ سآ + ۸س ے . سھ س ( سآ _ ٦‏ س + ۸) ۔ س ( س )٤‏ ( س ۔۲) = . 
oss‏ لس ے ٠‏ , لس £ )س ؟ 


٤ ۲‏ 
م |[ سا _ 1 سآ + ۸ س). د س ]| سا _ ٦‏ سآ + ۸ س). د س 
r, .‏ 


۔( ١‏ س ٣‏ سابع س | _ ( ١‏ س _ م ساہ ۽ سا) | 
٤ ۰ ٤‏ ۴ 


۲ ٤ ٤ ۲ 8 ٤ 
( (£+ (°F (°) OE FO OL a 


| 
٤ ۲ ٤ ٤‏ ۳ ۲ 
Ea O OL ESED LN‏ 
٤ ٤‏ 
| هال ] اوج مساحة النطقة الحضورة بين منحنى الاقتران ص _ (س+ | أ وحور 


السينات في الفترة [ . . ۲ ] 


(س+۲) ي . 


آ جد اة اة قرو متحي لانن خن د ر ركت مجر السات 
في الفترة [- [١٠٠١۲‏ 
I TD‏ ]=.=[ ا 


۱ 
٤ ٤ -‏ 2 
5 یں ہے ا ا | ( ا وحدة مساحة 
م ٤ ٤ = ٤‏ 


| مثال] آوجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران ص د (_ سآ ومحور 
السينات في الفترة[ . . ۲ ] 


م | اسا ارد - _ سآ). د س 


۱ 1 


۰ 
ان ےک ا ت ھا 
۱١ ۳ ۰ ۳‏ 


۱ ۳ ۱ ۳ ۱ ۳ ۱ ۳ 
د( 7 00 ]= ل <( )ےآ ( 1)۲۴ =( () 
اا ا و ا 
| مثال ]| أوجد مساحة اللنطقة الحصورة بين منحنى الاقتران ص = لوس ومحور 
هھ 
السينات في الفترة [ ١‏ ها" ] 


7 وس ا 


ھ٣‏ 
م ۔ | لوس .دس س لو س - س) | 
۱ 


ها لوها - هاً) -(الو١-١)‏ ١١٠هأ+ا‏ وحدةمساحة 
هھ کے 


= ؟ وحدة مساحة . 


سآ +۱ » .2 سے( 


| مثال ] أوجد مساحة المنطقة الحصورة بين رسم الاقتران ق (س) = 
۴س , ١م‏ سے٣‏ 


م س , ١م‏ سے٣‏ 
۴س د . سوھ سد٣۳‏ 


۱ 
= | (سآ + ۱ ). د س + | اشا و سا + س)| +)۳ 
۰ ۱ : 


[O d-oor)- ص‎ 3-mr)]+ (+ 3| 


_ (+o 


ك 1 وحدة مساحة 


أوجد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنی الاقتران ص = جتا؟ س + جام س 
ومحوري السينات والصادات والمستقيم و : 


ا ص ۔ جتا س + جا س , س 2.15 ] 


جتا؟ س + جا]P‏ سے . سه جا س - 
+ ج 


واس ۔ ا2 هيه 9 2 


ا + جا س). د س 2 جا س چ 


جا (Zz LES‏ ج ل جتا.ء) = وحدة مساحة واحدة. 
E‏ ۲ 
۱ 


أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران ص - ا 


E E OTT‏ وک کد 

ومحوري السينات والصادات . 

r r CD 

([ج اس )آ۔ے. سھ لج اس ے. سھ لس ۔ڑإج سھ س ج 


+ + + 


ج 


ا تاس ) وش 
: ۱ 


سے 


| (ج - ۲ج سا + س ).دس ۔(ج س کے اج 


ل US‏ 1 ا 
ص د جتا س ومحور السينات في الفترة [ ٠‏ ج ] إلى قسمين متساويين فجد قيمة ج. . 


E 


المساحة كمية موجبة أما التكامل فقد يكون سالبا أو صفرا أو موجبا. 
الشكل اجاور بمثل منحنى الاقتران ق . إذا كانت م ٠,۸١‏ وحدة مربعة » م,١ ٠,١‏ 
ص 


وحدة مربعة ,من = ۵ وحدة مربعة . أجب عما يأتي : 


[1] جد ] ق (س). د س 
[7] جد الساحة الحصورة بين منحتى الاقتران 
ق ( س ) ومحور السينات في الفترة [ أ » د ] 


۳1 جد || ق (س). د س | 


@ 


,| ق (س). دس ۔ | ق (س). د س + ) ق (س). د س + | ق (س). د س 


= ۰,۸ + کا 
=١,۵ + ١,1 +‏ 4,۹ وحدةمساحة. 


۳ -= ۱,۵ + 


>< 


| ق (س). د س 


د 


ق (س). د س ر )] ق (س). د س + ج 


چ 


۰,۸ =P +P + ر‎ =P 


J, = 10,۵0 + 1 = ۴ 


ارا ق (س). د | ۔ | - ٣ |١,‏ 


مثال الشكل اجاور بمثل منحنى الاقتران ق . إذا كانت م =۹ وحدات مربعة»ء مس = ١١‏ 
ج ص 
وحدة مربعة وكان ,| ق (س) . د س = ۸ فجد ۵م . 


@ 


= 


| ق (س). دس ۔ 
س 


جح چ 


,| ق (س). د س + .] ق (س). د س ۽ ر | ق (س). د س 
-— ۸ = ۹+ | ق )د س ب J17۳‏ 


سه ,| ق (س). دس - ٠١‏ بوه ,= ٠١‏ وحدات مساحة . 


| مال | اعتمد على الشكل اجاور الذي مثل بيان الاقتران 
ق (س) في إيجاد كل ما يأتي : 
۵ 


۵ 
| | ق (س)|. د س 


مساحة المنطقة المحصورة بين ق ( س ) ومحور السينات في الفترة [ »٠‏ ۵] 


۵ ٤ 


1 _ 
1 1 1 ٣ 
OOOO +O +N = |ق (س)|. د س‎ | 


۱ 
| ق (س). د س م ,]| ق (س). دس ړ ر ] ق (س). د س 
1 


)۱()۱( (f)(”+)) + (۱) (+۱) 


ااا = ۵,۵ وحدة مساحة . 
ثانيا: حساب منطقة محصورة بين منحنى اقترانين . 

قاعدة | إذا كان كل من ق و هاقترانا متصلاعلى الفترة [ أً»ب] فإن مساحة 
المنطقة التي تقع بين رسميهما في [ أ» ب] تساوي م,] | ق (س) - هد (س)| . د س 


- لإيجاد مساحة منطقة محصورة بين منحنيين أو أكثر اتبع الخطوات الاتية : 
_١‏ ارسم منحنى كل اقتران وحدد المنطقة المطلوب حساب مساحتها . 
آ_ جزيء المنطقة المطلوب حساب مساحتها إلى مناطق جزئية بحيث تكون كل منها 
محصورة بين منحنيين أو منحنى ومحور السينات . 
۳_ جد الإحداثيات السينية لنقط تقاطع المنحنيات مع بعضها ومع محور السينات . ( إن أمكن) 
_٤‏ جد مساحة كل منطقة جزئية » ثم جد المساحة المطلوبة بجمع مساحات المناطق 
الجزئية . 


انظر اأشكال الاتية 
حيث م مساحة المنطقة الحدودة بين منحنى الاقترانين ق و ه في [ أ»ب] . 
العلوي 
ی ( س) 
ق ( س) هھ (س) 


العلوي _ السفا ,| (ھ(س)۔ ق (س)). د س 


م ,| (ق(س)۔ ھ(س)). د س 


لس 


]| ( ق(س)۔ ھ(س)). د س 


ص ا س + 3 
۳ ۳ 
@ جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانين . 


۲ 
آ ویو و شد و gg‏ س = 
۳ ۳ ۳ ۳ 


سم ہ۹س ۔ سآہ ٤‏ س ړع سه سآ 0س ې٤‏ د . 


سهھ (س ()١_‏ س )٤‏ = . وھ س۔ ۱١‏ » س4 


۳ 


٤ ۳ ٤ 
۲ ۲ ١ ۲ ۲ ۲ ۱ 
,ا ( اس ۔ ( د س + )). دس | س - ہے س ا‎ ۴ 


۳ ۶ 
IB E TBI BR TET RT 
۳ 1 ۴ ۳ 1 ۳ 


وحدة مساحة . 


| مثال ] جد مساحة المنطقة الحصورة بين رسمي الاقترانين ص ۔ ظا س » ص ١‏ ۱ 
بدءا من محور الصادات وحتى أول إحداثي سيني موجب لنقطة تقاطع الاقترانين . 
ل ظاس. سه ست ( > ظا س 


جد مساحة المنطقة الحصورة بين منحنيي الاقترانين ص دس » ص د ا[ س 
اح اس س ااا اپ سے سا 


س٣‏ سآے. سھ سآ( س )١‏ د . پے س = ۰ ۾ س١۱‏ 


0(۳) 
۳ 2 


وحدة مساحة . 


جد مساحة المنطقة الواقعة في الربع الأول والحصورة بين المستقيم ٤‏ ص + ٣‏ س = ۷ 
والمنحنى ص = س 
(لخل) جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانين . 


ہ٣۴س‏ ۷ سھ ٣+٤‏ سا۔۷ سا ےھ ٣‏ سا_۷ سآ +ع . 


س 
بالتجريب س ١ ١‏ أحد جذور المعادلة . وباستخدام القسمة التركيبية e 8 BE‏ 


4 £ ۴۳ 


سف ( س )١‏ |۴ سا ع س )٤‏ =۰ سه (س ()(۳ س )١+‏ ( س۔,۲) ۔. 


322 


١ >‏ 2< 
هھ س١‏ ۱ , س٤٢‏ , س × N‏ 
۲ 
م ,| [ 3 ۴-۷۱ س) س") . د س 
2 | 
CL N EET‏ 
٤‏ ۲ ۲ 


۱ ۲ 8 ۱ 
E NSN 


۲ 


۲ ۲ 
م۔ ,ا(۲ )دس( س- لو اسا | 
E3 ۲‏ 


1 ١ ۱ 
لو‎ - (7)) - (Tl (1)1) = 


د ٤‏ لوآ _ ١‏ لوآ د ۴لوا وحدةمساحة. 
نے ات کے 
| مثال | جد مساحة المنطقة الحصورة بين منحنى الاقتران ق (س) ۔ - سآ ومنحنی 
الاقتران ل (س) - ه في الفترة ]۲١٠[‏ . 
المنحنيان * يتقاطعان 
1 
م ۔ ,| (ھ_ - س'). وس 
۲ 
( + لسا )| 
۳ 1 
(ه +( )| a‏ 


= ھا + وحدة مساحة . 


جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران ق (س) - جتا س ومنحنى 
الاقتران ل (س) _ ء سما . 


7 


١ ۲‏ 
م = )(جتا س ۔ (ء سآ -۳') ). د س ل (س) ے ۽ سآ م 


(rE) - (F>) -((F) + (F) = (¥) + | 


. وحدة مساحة‎ r+ 


جد مساحة المنطقة الحصورة بين بيان الاقتران ق (س) - | س -١|ومنحنر‏ 
ص 


ل( س) _ -٠١‏ سآ ومحور الصادات في الربع الأول . 


ل (س) ۔ ٠۰‏ س' 
ا 


لس | = . سgلل‏ س ؟ 
س !۲ اڪ 
ل س 


1 
جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع المنحنيين . 
عندما س > ۲ 


۰ سآ د س۔؟ ہے سآ س ٣۱۔.‏ سھ (س ۳)(س+٤)۔‏ . 


ھپ سد٣۳‏ ۾ سے £ × 


٧ ۲‏ 
۴= ۱۰ - سا( _ (۲- س)). د س + ,| ((۱۰۔ سآ) - (س -۲)). د س 


۲ ۲ 


| ت سآ سس + ]دس + ,|( سا س + ۱۲ ).د س 


۔ ( ۱٣‏ سا 


۳ 


: 
+ سا + ۸ )| + (- سآ ل سا ب ١إس)‏ 
۳ 


۲ 


۷۵ 


۲ ۳ 
(Age 


eI = MPA LACTIS 
2 ۲ ۳ 
َ ۳ ے‎ 
(rra LOE ORL E 
۲ ۳ آ‎ ۳ 
. وحدة مساحة‎ ۵ 


جد مساحة المنطقة المحصورة بين المستقيم ص ٠‏ ومنحنى الاقتران 
a‏ «& | 


ق (س) ۔ اجاس ا » سد | : 


ر ق (س) ۔ | جا س | 


جا س - جاس 


= 
جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانين . 


عنما <۳ ےھ س 2 ۰ 
۲ 
- جاس =( gu‏ جاس= ١ھ‏ س 71 
Tr‏ ۲ جاس د(٠‏ هړس 


1 
-١(| ٠۴‏ جاس). د س لن المساحات الجزئية متساوية . 


U8 
1 


ر ) = 7 ١‏ وحدة مساحة . 


۳ 
۴( س+ جتاس) | + جت ) ۰(۲ + جا 


ّ ص 
مثال | احسب مساحة المنطقة المظللة في 


الشكل الجاور حيث ق (س) =| سا |٤‏ » 


هھ (س) = ۵ : 
ق (س) اس۲ ۶| 
سآ £٤‏ = . ووو س = ؟ » س--!؟ 


٤آس‎ ٣س٤‎ ٤ سآ‎ 


ھ ( س) 


۲ م 
خد الإحداقى السيتى لفقاط تقاطع الافكرانين. 
عندما ۲ < س 
سآ٤‏ = ۵ سھ سآ ۹ وھ س ۳ »س٣×‏ 


۲ ۳ 
| کک دس + ا ف ك( سا4 )ا دن 
۲ ۳ 
ا وف ا(۹ سا وی 
۱ 


۲ ۳ 
دس + ےل س٣‏ )| +(۹ س ا س۴| 
۳ : 4 1 


LIAS UF PAs oa OA ET lz 
۳ ۳ ۳ 


س 
۽ ص د هه _ ١‏ , ومحورالصادات . 


جد الإحداثي السيني لنقاط نقاطع المنحنيين . 


س س ٣س‏ س 
هھ هھ _ سه آ٣‏ = هھ هھ 


۴ س 
ھ (ھ ےک ھک چا 


سإ 
س 


ھ 
س 
گے کک 

لوا 
lite IL‏ 


لوا لوا =( ) 
۲٣(‏ هھ - هھ + لواآ) -( ۲٣‏ هھ - هھ (٠+‏ = لوآ وحدة مساحة . 


۲ هھ سلوا » ھگ ۱7× 


مال | 'احسب مساحة النطقة الخصورة بين منحتى الاقتران ص د جا سء والقطةة 
المستقي لستقيمة الواصلة بين النقطتين )٠ ٠٠٠‏ » ( 4 ل ) 
خد معادلة القطكة اتستقيهة: 

( س .) ھچ ص ا س 


U’) 
T0 


E: 
| 


۰ 


(e ( ۳ 
1۰ 


جد اة اننظ القصورة جن متحتي قتان 
ق (س) ۔ جاس ومنحنی الاقتران ھ (س) ہے جتاس 


1+ 


جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانات . 
جتا س١۱‏ جا س ) 
سپ لل = . ھچ یں = 

7 UE 


,|= جتا )د س ٣‏ ]۱ - جا س). د س س - جا س) | +(س + جتا س) | 


| مثال | جد مساحة المنطقة الحصورة بين المستقيم کن س ةر ومتحتى ال#قتان 
ق (س) ۔ جتا س حیث س < [|. )7 ] ومحور السينات . 


ص 
CD‏ جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع اا 


جتا س = س +( .: ۰ س + (= . 
سھه لل . سه س = ۱-۰ 


1 
م اس +۱ .س +| جتاس .دس 


١ 
. دا +دی) + ج3 _ ج‎ (  ))۰(+ ۰(2 ( سا ا | + جا س‎ 
۶ ۲ ۲ 


1 


ا 


۰ 
خد هة آ بحية أن اتت قم ص ا ضس جقسم افخاحة امحضصوة بن متجتى 
الاقتران ق (س) =۴ س _ سآ ومحور السينات إلى قسمين متساويين . ص 
® بداية جد المساحة المحصورة بين منحنى ق ( س) ۲ س _ سآ 
ومحور السينات . 
۴س _ سآ . سے (۲۔- س )س ۔. 
و کا د ١‏ نبد : 


۲ 1 
م |۴ س _ سا). د س = س _ ا 
۳ ۳ 
((۴)_ ا( )) - ((.)_ 1 )١(‏ )ى وحدةمساحة. 
۳ ۳ ۳ 
د الأحاى السنى القفاط تقاط اقيم مع النحفى: 
۴س _ ساد ز س هھ س (س+ (١۔١))۔.‏ سه س۔. 


۲ا ۲ا 
=١‏ .م س _ سا _ آ س). د س ,)((۴۔-) س _ س') .د 


TT‏ سآ_ جآ 
و ھ (س) ۔ جا سآ تساوي عا وحدة مساحة . 


ا وھ ٣سا‏ ۲ جا ا س سا جا 


پچ لس = ج ¢ للل د ج 


e‏ ے س 


7۸ 


حح 


چ 


۴= چا سآ ے ا سے جا )د کد د |( چا سا دس 


>< 


۲جس _ ا سآ) | ۲جآ (ج) ا (ج)'-(۲ آ(-ج)- آ (-ج) )۔ 
۳ 5 ۳ 
س ےجا 


هھ جاآ- ۸ هھ جا 


| مثال | جد مساحة المنطقة الحصورة بين المنحنى کیا و فی و اه ی کی ا 


ص۲-٤ نتعامل مع الاقترانين س - ق (ص)- ص ء¿ و سه (ص)‎ O 
ولتحديد الفترة التي سنجري عليها التكامل بدلالة ص نضع ق (ص) = ه (رص)‎ 
۰ = ۸ ص سھه صا ہ۲ ص‎ ۲ - ٤ = ٤ هھ صا‎ 


سه ( ص -؟)( ص + )= ٠.‏ 
سه ص د é‏ ص ے £ 


۴ اء - ۲ص رصا ٤‏ )| .و ص 


, 
= ,)۸ ۔ ۲ ص _ صا). د ص |۸ ص _ صا 


EL r A EE 
۳ 
وخدةماحة:‎ ۴ 


ومحور السينات . 


| مثال |جد مساحة المنطقة الواقعة في الربع الأول والحصورة بين المنحنى صآ٤۲‏ _ ۸ س 


ص 
٤‏ 
۸ 
معادلة محور الصادات س = ° 
, م صا 


۲ 
(لخل) ص۔٤۲‏ _ ۸ س په س" ص 


س 


هھ صآد ٣٤‏ هه ص = ا٤۲‏ › ص = - ا٤‏ 
fel‏ 


rel- 


HL ۳‏ 
م ۔ |( ص ادص ۴ص )| 
٤ ۸‏ 


جد فاحة التظقة الخضورة بين المتحنيين كن دسا + نن ضا 


(الحل) جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع المنحنيين . 
س صآ۔ س٤‏ س س٤‏ _ س۔. ےھ س (س'_١)‏ ۔ . 
4 س = . » س= |( 
ص ۔ سآ ھھھ ص +± ل[ س 
م ا( رس _ س'ا). دس .)| 
2 


1 


1 
e 
۳ Fe 


سا سآ ] وش 
ن 


4 


جد قيمة أ بحيث أن المستقيم س - أ يقسم المساحة المحصورة بين المنحنى 


—_ = ۸ . 

Py fT 

إذا كان المستقيم ص - ج يقسم المساحة الحصورة بين منحنى الاقتران 
ص د سآ والمستقيم ص د ؛ إلى قسمين متساويين . فجد قيمة ج . 


جد الإحداثي السيني لنقاط التقاطع . 
سآ ع ےھ س ۔ + ۲ | سآ ج سھ س + اج 


#احظ أن الخطط الجاور متناظر بالنسبة للمحور ص . 


سه (ج (اج)_ ا 


۳ 
۳ 
هھ ارجا د ھ ( جا £ هھ ج( د لا 


خد قساعة النطفة امضصوة بين فقحنى الاقتران ق )ا جلاشس ومفختى 


الاقتران ھ(س) _ جتاس في الفترة |[ Z‏ »2 ]| 


( اخ جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع المنحنيين في الفترة المعطاة . 


ص 


جاس = جتا س ھ ظاس۔ اھ س ۔ 7 , س ۔ 32 چا 
٣۔‏ 2 )| جا س - جتا س| د س | جتاس - جا 


١ ج‎ 
TL 


جد وا اة | مه ةن مى ق سا داو جا فاته 
ص د ١‏ في الفترة[ ٠‏ » ” ] 
(لخل) جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع المنحنيين في الفترة المعطاة . 


= جتاس سه جتاس=. سه س۔‎ +١١ 


7T 
r E 
) 


+١ 1‏ جتاس _ (). د س ا 0 نش 
۳ 


=( جا( *) - جا( ۰)) + (” جا( ۲ )- جا( 7 )) »۲ وحدة مساحة . 


جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران ص - _إس والمستقيم 
ص د س 1 ومحور السينات . م 

جد الإحدائي السيني لنقاط تقاطع الاقترانات . 

_ س ۔ س1 س س ۽ بس ٦۔‏ 8 

سه ( اس + ۳) (إس ۲) -. 


اس = ھپ اس د ٣‏ ھپ س د٤‏ « }س +۳ X.=‏ 
س1 . سھ س٦‏ | اس۔.سھ س۔. 
٤ 1 ٤‏ 1 
م .ا( ¬ - اس ).د س + را( _ (س .))١‏ د س = | | س .د س + را[ - س). د س 
٤‏ 


1 
| +( س لے سا )| 
٤ ۲ :‏ 


EL AO LL lê ea 
۳ ۲ ۲ 


(4) LL) 


جد اة اأحطةة احضو ن مى لقان ص را والستقيم 
س + ص = ۲ ومحور السينات . ص س٣‏ ص 


@ دس + ص = ۲ | محورالسينات ص د س 


سھ ص ۲٢‏ س ص =۰ 
جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانات . 
سا ۲ _ سں ےھ سآ س ۲ . سھ ( س () (سآہ سہ+۲)۔. 
(س _ )= . سه س١(‏ » (سآ ۽ لس + )١‏ عبارة تربيعية ميزها سالب (#¥ خلل) 


سس ا ھب ن2 ٭ | 7 انق 2ء هدنم 


١ ۲ ١ 
|) عا ( ھا ےا کی + 1 ( ۴ س) .دس د س | ت س لد سا‎ 
. وحدة مساحة‎ e 


: 
1 ۰00۱ + ((۴(۴)- 0( )ارم ل( ))- 
٤ 1 1‏ 


جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران ص - سأ » والمستقيمين 
ص د -س » ص١٠‏ 


@ جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانات . 


۱۸۱ 


سآ ے س ھھھ سآ س ٠.‏ ےھ س (سآ+() =. 
سه س = . » س + ١‏ عبارة تربيعية ميزها سالب (# خلل) 
س'۔ ١‏ سھ س ۱١‏ | س اسه س ۱١‏ 


م اا ا س) .دس + .۱1 س ).د س 
(س ۽ ا سا | + (س 1 ٌ( | 


کا ي 
8 1 
Oka 071+07 e‏ 


۵ وحدة مساحة . 
٤‏ 
جد مساحة المنطقة الواقعة فوق المنحنى ص ۔ سا ٦‏ وخت المستقيم 
ص ۔ س وفوق المستقیم ص ۔ - س گ 
خد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانات 
لل س سا _ س _ ٦۔‏ . 


ھ (س ۳) (س +ا) ے . سھ س۲ سد !۲ 


٦ _ سا‎ 


سا _ ٦‏ ےس ھ سآ + س ٦‏ . 
ےھ (س )١‏ (س )٣+‏ ۔ے 


۰ سھ س ۲ س= ۲ 
س = ۔ س سھ اس = 


ن دہ 
ا ٣‏ ۲ 
م ,)س _۔ س )د س + ,)|( س _(س' - 1)) .د س 
٣ ۲‏ 
سآ |( ا سا_۱ سا + اس ) | 
RH‏ ۳ ۲ 
OTT A PEL yel‏ 
۲ ۳ 1 


۱ 


٣ 
(r)1+ (TT) 
۳ 
. وحدة مساحة‎ N 
1 


ص س » س < . 


جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران ص - 1 سا والمستقيمين 


ص ۔ے - س » س > . 


CD‏ جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانات 
J‏ 
٦‏ سا 


س ھچ ساےہ س ا1 . 
هھ (س ۔١)‏ (س )٣+‏ ۔ . سه س ۴۳٣‏ س١٣‏ × 

. ۔٦‎ _ سآ ۔ س ھ سآ _ س‎ _٦ 
۔‎ )١+ (س‎ )٣ سھ (س‎ 


هھ س ۳ س ١‏ × 
س = ۔ ل سې 


س = . وه لل . الخطط متناظر بالنسبة للمحور ص 
۳ ۲ 
م۔ ۲ |(٦۔_‏ سا_ -س) .رس 
۶ 4 ۳ 
۔ ۲ ( ٦س‏ _ ١٠‏ سام ۱ سآ ) E‏ 
۳ ۲ : ۳ 


ج 
۽ 3( (۰( 


جد مساحة المنطقة الحصورة بين المستقیمات : ص ۲س » ص + س - ٩۹‏ 


۽ ص ۔ س _ ۱١‏ 
TO‏ هھ ص ۔ ۹ س 
جد الإحداثى السيني لنقاط تقاطع الاقترانات . 
۹ س ۔ ٣۲س‏ ۹ س ۔ س ۱ ۲س ے س )۱ 
سه ٣س‏ ے4 ٠‏ سه س د |٠١‏ سھ س ۱ 
سھهھ سے٣‏ هھ س = ۵ 
. 
|_٣‏ ( ۴س _ (س _ () ).د س 


۵ 
ا (۹- س ( س ()) .دس 


| ( سا ا( س | . د س 


2 
(07+00) - ,ص‎ L) 


(or) _ (F0۱۰) ( (0) (۵۱1°) + 
. وحدة مساحة‎ ١١ = 


ج ماف اط اش مو كم فاا هن 
۾ صد و 


(الحل) جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانات . 


- ل ها ها +( (4)- ها -(ك -)١(‏ هذا 


ا ١(‏ هك + ا) وحدة مساحة . 
٣‏ 


خد مسا الفط الحخضصورة هة ربدم الاقدرانات 
» ص د ه ومحور الصادات . 

جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانات . 

و ھ , س | 

سه س ١٠‏ أ لايتقاطعان | = هھ 


١‏ هھ 
م ١ھ‏ س ).دس + ار ھ _ س) .دس 


۱ 


۸۳ 


: ۲ ۲ 
> اها لا ) اها )ا | + (ه اها ل ها)-(ھ(0 3( )) 


د س ها دا وخدة منتاحة: 


: 
جد مساحة المنطقة المحصورة بين رسم الاقترانات - صد اس , ص۲ 
م ص = ر س ومحور الصادات 9 
@ جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانات . 


۴+ س ۳ ۲ ۽ س = باس 
ےھ س ۔ ١‏ یھ س ہ٤س‏ ہے س 
سه ام م س بع 


(۱(۳) rE 


۳ 


جد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحنى ص = لو س والمستقيمات ص ١‏ » 
کے 
ص ۲ › س د ؟ 
ص = لو س س د وک 
هھ 


من الأسهل إجراء التكامل بدلالة ص . 
۲ ۲ 
ص 
م ا ۲ ).دص = (ھگ _ ۲ص | 


(ھآ - ۲(۲)) _ (ها-۲(١))=‏ هآ ه _ ١‏ وحدة مساحة. 


| مثال | جد مساحة النطقة الحصورة بين منحنى الاقتران ص = ب والمستقيميز 
ص ١‏ م ص = هھ ومحور الصادات . ص 


ص ۔ ا ہے س۔ 
س 


جري التكامل بدلالة ص . 


ض ۔ ا 
س 
4 


1 
ص 


٤ = ).د‎ ١ 
| ).دص = لوص‎ (۴ 


کے ے لوا= وحدة مساحة واحدة . 
ق ھے 


جد مساحة المنطقة المحصورة بين س | ص| , س دم 
س ہے | ص ۽ صک> . 
@ ا 


۸4 


جد حدود التكامل بدلالة ص . 
عندما ص> . , صد" 
عندما ص < .۰ »ص =؟ سه ص٣۲‏ 


الخطط الجاور متناظر بالنسبة للمحورس . 


۲ ۲ 
م .| ۲ ص ).دص ( ۲ص ل صا) | 


. وحدات مساحة‎ ٤ د‎ )۰( inl) 


أو جرى التكامل بدلالة س . 
r‏ ۲ 
اه ق وات ما 


| (س  _‏ س ).د س ۔ س 


| مثال | جد مساحة المنطقة المظللة في الشكل الجاور. 


® جري التكامل بدلالة ص . 


١ 


جد فترة التكامل بدلالة ص . 
ل دض ته ض7 ب ص =۱ 


۲ ت ۲ 
۲ 1 
١‏ | »دص ,| [ص - ص آ) . د ص . | ص e‏ 


: 
۴| (ص- ل 
ص 


ا 


— (= 


| مثال | جد مساحة المنطقة المظللة في الشكل الجاور . 
جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع 
الاقترانات . 


١ ۱ - ( ١ 07‏ ا 


E3 


۴ 
لس = ۲ س پے س ۲٣‏ س 


ھب سآ ہس ےم ۔. 


هھ (س _() (س+!آ) ۔ . سه س >١‏ س۱× 
اس د ٠‏ س ے۰ ہے س د 
تاقفن ت + 


aL‏ ا ا 


2 1 


م 
ا اتا و سوسا ( ۴| و 
f +P ۰‏ 


۲ f 
| و کا ن‎ | 
سا‎ -( 


ے (-آ (۲۔-س)' پا س 
۲ 


۳ ۳ 
(r -۲( r), -۴( ( - ))۰( 
( (+) + | ) ( 


E 
ج )ا‎ 
a hk 
1 
آ ےا وحدة مساحة.‎ ) ١ ا(۴‎ 
۳ ۳ 


عبر عن مساحة المنطقة المظللة في 

الشكل الجاور باستخدام التكامل الحدود . 

م ,ا ( ق( س) _ ل( س)). د س + | ( ل (س)_ ق(س)) . د س 
هھ 


+ ا (ق(س) لرس)) . دس + ,| ( (٣‏ س) _ ل( س)) . ر س 


الشكل الجاور يشل بياني الاقترانين ق » ل . 


إذا كانت م = ٩‏ وحدات مربعة » ۴م ٠45‏ 


< 


وحدة مربعة . 


TTT 


) ® 


ل 


| ق( س) _ ل( س)). د س = ,)| ([ ق( س) ل( س)). د س ہ ,) ([ ق( س) ل( س)) د س 
= ۹+ ۱£ =۵ 
إذا کان ق ( س) ۔ س جاس » س < [ ٣).‏ ] فإن ق (٠)-۔ق‏ (7۳)-=. 
9 ق (س) ) لکل سد (۳)۰) . 
جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران ق( س) ومحورالسينات . 


@ ۴ ا 


| س جاس . دس ے - س جتاس | - جتاس .د س 


| اشن ینیو = (- س جتاس ہ جاس) | 


د ( ”۳ جتا٣‏ + جا٣)‏ - (-. جتا. +جا.) = ١‏ وحدة مساحة. 


مراجعة عامة على التكامل وتطبيقاته 


أمثلة محلولة 
١ =‏ 
اھ جد ا ا دس 


D5‏ اکن کو ےا لے کے کے س و اا دض 
دس الاس 


عندما س٠‏ » ص ٠١ا٠ ١‏ » معندما سد١ء»‏ صد١٠(__ا1(=.‏ 
اا دسا صا اا ھی ۴ ,ا صا ورد )دض 
۴ ا (صا صا ).دص > 
= (۰)- 1(7( ل( )- 

2 ۹ 


: 
مثال چف اس( + جتا( سا )) . د س 
AD‏ افرض ص = سآ و 


ا ساس اه( اها 
۲ س 


ص 
> ۲ ھک + جتا ص ). د ص 3٣ھ‏ + جاص ) ۽ ج 


1 
۲(3 + جا(سا)) +ج 


جد | ۲ س (س - ')١‏ ( س + ).ر س 


5 س سے0 (س ا ,وس - | ۲ س ( سآ _ )۷ .د س 


افرض ص = سا_١‏ ہے 


| ۴ س( سآ _ )۷ .دس ۔ 


د ص 
((ص-۱)(ص*+۱) 

۱ 1 ب أ ( ص + ١‏ ) + ب ( ص ١-١‏ ) 
ڪڪ + = 
(ص- ١‏ )(ص+١)‏ ص-٠١ا‏ ص+١‏ ( ص - ١‏ )( ص (١+‏ ) 
هه ١‏ - أ( ص+١)+ب(ص-١)‏ 


)١١١٠-(ب+)٠+٠-(أ‎ ١ :١- = بوضع ص‎ 


)١-١(ب+)(١+١(‎ =١ : ١ = بوضع ص‎ 


ص | 
ص ١+‏ 


( ص - ١‏ ) ( ص (١+‏ ) ص - ١‏ 
لواص | ا لواص | وچ 
هھ ھے 


= ل لواه |١‏ ا لواھ+١ا+ج‏ 
P٣‏ هھ F٣‏ هھ 


٤ول‎ 


۸۸ 


لو٤‏ 
س 


هھ 2 

a. ° leat al ا‎ TT س ھا‎ |. 
a RO و ا‎ 

| مثال] جد |( س + اس ) لو س .د س 


مثال 
E SED‏ 


| جتاًس جا س . د س 


| اس سي = lL‏ - جتا س )د س ل (س _ ا جا س) [ 


۵ ٤ 
جا س (جتاس ۔ جا س) .د س = حل جتا س ل (س _ ا جا اس) ۽ ج‎ | 


س 


| س لن کے ہاں اح ص ا 
E e LT ei‏ 


( ۲ س +  )(‏ ( س +)) یں 


د لس 


مثال چ 


۸4 


۱١ 


)ل۴ س ٦+‏ ل س +( ).دس )| ((۴س+)) 


ا ( ۴ سم 
۳ 


( الجواب) = ل لوا ظاس ا + ےلو اء ظاس|: ج (انظرالمثال صفحة ١١١‏ ) 
ھ ھ 
مثال | جد | ظا س ظا ۲ س ظا ۴ س . د س 
ظا س + ظا ؟ س 
ظا ٣س‏ = ظا ( س +۴ س) = ۔ _ “٭ ‏ 
ر ( - ظا س ظا ۲ س 
هھ ظا ٣‏ س _ ظا س ظا ۲ س ظا ٣س‏ ۔ ظا س + ظا ؟ س 
سه ظا س ظا ۲ س ظا ٣‏ س د ظا ٣س‏ _ ظا ٢‏ س _ ظا س 
| ظا س ظا ۲ س ظا ۴ س . د س د |( ظا ٣س‏ ظا ۲٣‏ س ۔ ظا س) . د س 


ا جا ٢‏ س _ جا س | د س 
جتا ٣س‏ جتا؟ س جتاس 


۔ا لواجتا٣‏ ساب ل لواجتا؟ سا + لو|جتاس | + ج 
هھ ؟ هھ هھ 


مثال جد| +١‏ ظا س این 
١‏ _ ظاس 


ا 
جتا 


جتاس جتاس ‏ جا س 


ظا س 
+ ) . د س 
قا س 


- |( جا ۲ س+ جاس). دس ۔ ل جتا؟ س ۔ جتاس + ج 
٤ ۲‏ 


(الخل) افرض ص ۔ قا س ےہ صا قاس ے ٢‏ ص ڈگ ۔ قا س ظا س 


د 


ظاس ص .دص | 


. د لس = . — 
| ص قا س ظا س قا س 


إذا كان ق اقترانا متصلاعلى ح فماقيمة : 


۱ ٤ 
د س ؟‎ . )١) + .دس + را (ق (س)‎ )١- (ق (س)‎ 1 


2 3 
,1 ( ق اا ]وسا (ق (س) + ) .دس 


1 1 ٤ ٤ 
ق (س) .دس ,)۱.د س + ,)اق (س) .دس + ۱.د س‎ |, 


1 ۱ 


مثال | إذا کان كل من ق (س) » هھ( س) اقترانین متصلين » وكان ق (۰)- ۳ »› 
۲ 
Ea eG‏ ا ا ا د د 
ر 
فجد )هھ (س) ق (س) . د س 
O‏ افرض و = ق (س) دم = هک (س) . د س 
د 9 ےق (س) .دس » م = ھ (س) 
ر ۲ ۲ ۳ 
اھ (س) ق (س) , و س =( ق (س) ھ (س)) .| - آھ (س) ق (س) . د س 
= ق( )ھ()_ ق( .)ھ(0) £ =(07()۲)-(۱()۳)-£=7 
مثال | إذا كان ق (()- › ق(۲)-۵› ق(£)-۷ › ق(٤)۳٣»‏ 
فماقيمة ,| (سآ+() ق (س+۴س) .دس ؟ 
افرض ص د س ٣+‏ س دص ے ٣س ٣+‏ ۔ ۴ ( سآ+۱) 
د بس 
د ص 


۴ ( سآ+ () 
عندما س ۱١‏ سه ص =(۱) +£4=)۱(۳ 


ھپ دللں ے 


شما س د به ص و ]د 


د ص 


۲ 


۲ ت ٤‏ ے 
,| (سآ+١)‏ ق (س ٣+‏ س) .دس ,] (سا+() ق (ص) . 
۳( س +() 


٤ 
TD 
٤ ۳ 


ل (ق(٤)-ق(٤))-‏ ل ر٣‏ )اا 
۳ ۳ ۳ 


@ بالضرب ب آ_ واضافة وطرح جتا س للبسط 
3F ۲‏ 
؟ آجاس + جتاس -جتاس 


3 لحن ا 
۲ جتاس + جا س 


7 
۲ 
)٠ -‏ - لو |جتاس + جا | | 
کے صفر ۰ 


صفر 
ial E as ES E e e‏ 
هھ ۲ ۲ هھ 


مثال | حل المعادلة التفاضلية : قاآص . 2گ + ظاس ظاص د . 
د س 


د لس ظا ص 
is 5 ۴‏ کڪ 
قا ص .و ص _ - جا ,رس | قا صد .دص = | جا رس 
هھ هھ 
7 


فال | اتفكل اقاور غل افعلاة ن اترو ة والن خسم يتحرف على غذ 
مستقيم من نقطة ثابتة و » جد: ع 


[1] إزاحة الجسيم في الفترة الزمنية [ ۰ » ۲ ] 


أا المسافة التي يقطعها الجسيم في الفترة 
الزمنية [۰»› ۲ ] ن 


[1] إزاحة الجسيم في الفترة الزمنية [ ۰ » ۲ ] 


: 
L-L -00) L-i. E, = 


أا المسافة التي يقطعها الجسيم في الفترة 
الزمنية |‘ 6« ”[ 
- المساحة المحصورة بين ع ( ن ) والحورن . 


FeSO EE ks 
۲ ۲ ۲ 


4۳ 


الهندسة الفضائية 


القطوع الخروطية : هي المنحنيات المستوية الناجة من تقاطع مستوى معين 
مع مخروط دائري قائم مزدوج في أوضاع مختلفة . 


آنواع القطوع الخروطية . 


_١‏ إذا كان المستوى القاطع عموديا على احور و يحتوي على الرأس ۾ فإن تقاطع المستوى 
مع السطح الخروطي في هذه الحالة يسمى دائرة . 


_١‏ إذا كان المستوى القاطع مائلا قليلاعلى احور ويقطع فرعا واحداء فإن تقاطع المستوى 
مع السطح الخروطي في هذه الحالة يسمى قطع ناقصا . 


۳_ إذا زاد ميل المستوى القاطع ليصبح موازيا لمستقيم على سطح الخروط ويقطع 
فرعا واحدا فإن تقاطع المستوى مع السطح الخروطي في هذه الحالة يسمى قطعا مكافئا . 


_٤‏ إذا قطع المستوى القاطع فرعي الخروط و* يحتوي على نقطة الرأس» فإن التقاطع في 
يسمى المنحنى الذي ترسمه نقطة تتحرك في المستوى خت شروط معينة 
با لحل الهندسي لهذه النقطة . 


و معادلة المحل الهندسي هي علاقة جبرية بين الإحداثيين السيني والصادي للنقطة 
المتحركة (س»ص) . 


الدائرة 
| تعريف | الدائرة هي الحل الهندسي لنقطة تتحرك في المستوى بحيث تبقى على بعد 
ثابت من نقطة ثابتة . أ ( س ص) 
حيث البعد الثابت : نصف قطر الدائرة ( ر). 
النقطة الابتة : مزكزالدائرة (م): 
الصورة القياسية لعادلة الدائرة التي مركزها ( د » ه) وطول نصف قطرها يساوي 
(د) هي: (س - د )+ (ص-ھ )د را 


جد معادلة الدائرة التي مركزها (۵ » -۸) وطول نصف قطرها (۲1) وحدة. 


۲ (س ۵ )+ ( ص + ۸) د‎ O0 
تذکر‎ 


) قانون البعد بين النقطتين (س,»› ص)» ( لنم » ص‎ Ul 
۲) اس س )ی ( ص - ص‎ 
إذا كانت أ= (س » ص) » ب = ( سم » صد ) فإن إحداثيي نقطة منتصف القطعة‎ ][ 
داں ۽ سس ص + صم‎ 
المستقيمة أب هما | لاا لا‎ 
.= بعد النقطة (س» ص,) عن المستقيم أ س + ب ص + ج‎ 
س + ب ص + جا‎ | 


| 14 رآ 


نصف قطر الدائرة عمودي على المماس عند نقطة التماس . 
|[ العمود النازل من مركز الدائرة على أي وتر فيها ينصف هذا الوتر . 


لاحظ أنه لإيجاد معادلة الدائرة بالصورة القياسية يجب معرفة كل من مركز الدائرة ونصف قطرها . 


اكتب معادلة الدائرة التي مركزها النقطة(- ۲» -۳) ومر محيطها بالنقطة 
.)£١(‏ 


رآ (- ۱-۲ ) + -)٤-۴-(‏ ۵۸ 
معادلة الدائرة: (س+؟ )+ ( ص + ۲ ( = ۵۸ 
مثال | اكتب معادلة الدائرة التي نهايتا قطر فيها هما النقطتان )١-»4-(‏ » 
(۱ ۸( . 
مرکز ادات 2( 7 ام 2 ]= 
® ا 


(القط - ]== a = Ae‏ 
معادلة الدائرة: (س ٤+‏ )آي (ص- ۳)- ۵٠‏ 
اكتب معادلة الدائرة التي مركزها النقطة ۲١٠-(‏ ) وقياس طول محيطها 
= 77۸ وحدة . 
@ محيط الدائرة = 7(1 = 7١۸‏ سه دد ٤‏ وحدات . 
معادلة الدائرة: (س +۳ )آم (ص - )= ٠1‏ 


معادلة الدائرة إذا مست أحد الحورين وعلم إحداثيات المركز ( د »ه) . 


- الجالة الأولى : مست احور السيني . ر= مطلق الإحداثي الصادي للمركز. 
- الحالة الأولى : مست الحور الصادي . ر= مطلق الإحداثي السيني للمركز. 


جد معادلة الدائرة التى مركزها »٤(‏ ۲ ) » وتهس محور السينات . 


( ددا ۲اد 


معادلة الدائرة: (س- ٤‏ )+( ص - ٤)۲‏ 


جد معادلة الدائرة التي مركزها (- ۴»-۳) » وتهس محور الصادات . 


® ر =|- |= 


معادلة الدائرة: (س + ۲ )+ (ص + ٤)۳‏ 
معادلة الدائرة إذا مست الجحورين وعلم طول نصف القطر( ر) . 
المركز =( د »د ) إذا وقعت في الربع الأول . » المركز = (7 د › د) إذا وقعت في الربع الثاني . 
المركز = (-د»-ر) إذا وقعت في الربع الثالث . » المركز = (د»-د) إذا وقعت في الربع الرابع . 
جد معادلة الدائرة التي يقع مركزها في الربع الثاني وتمس محوري السينات 
والصادات » علما بأن طول قطرها 1 وحدات . 
د ۔۳ > المرکز۔ )٠»۴۳-(‏ 
معادلة الدائرة: (س +۳ )+( ص ۳ ٩")‏ 
معادلة الدائرة إذا مست الحورين وعلم إحداثيات إحدى نقاط التماس . 
ر= مطلق الإحداثي السيني لنقطة تماس الدائرة مع احور السيني أو 
ر = مطلق الإحداثي الصادي لنقطة تماس الدائرة مع احور الصادي . 
المركز =( د »د ) إذا وقعت في الربع الأول . » المركز = (7 ٠‏ › د) إذا وقعت في الربع الثاني . 
المركز = (-د»-ر) إذا وقعت في الربع الثالث . » المركز = (د»-د) إذا وقعت في الربع الرابع . 
جد معادلة الدائرة الواقعة في الربع الرابع والماسة للمحورين الإحداثيين علما 
بآنها تمس محور الصادات عند ( . , - ۵) . 


7( د |-ه|ءه » الرکز-(۵-۵) 


معادلة الدائرة : (س - ۵ )+ (ص + ۵ )= ۲۵ 
جد معادلة الدائرة التي مركزها )۳۲( وتهس المستقيم س =4 . 


ډ =£ = 
معادلة الدائرة: (س - ۲ )+ (ص ٤)۳‏ 


جد معادلة الدائرة التي مركزها (۳)»› ومس المستقيم ص = | . 


(لحل 4١-١١١‏ ص = 1 


معادلة الدائرة: (س ۳ )+ (ص ۲ )= ٠١١‏ 


| مثال ]| جد معادلة الدائرة التي مركزها )٤ ٠٤(‏ » وتمس المستقيم ص۲س ۲ . 
© ص د ٣‏ س ٣‏ ےھ ٢۲س‏ + ص ٣۳+‏ =. 
ر )+( +ا ) 


1 TO) 


معادلة الدائرة: (س - ٤‏ )+ (ص ي 


جد معادلة الدائرة التي تقع بأكملها في الربع الرابع و تمس المستقيمين 
ص ۔- -۱ » س ۳ علما بان طول نصف قطرها ۳ وحدات . 


ل ا 
الإحداثي الصادي لمركزالدائرة = =١-٠-‏ <4 
.. مركزالدائرة -( ٤-۰٦1‏ ) 
معادلة الدائرة : (س - 1 )+ (ص + ٩۹ =)٤‏ 
| جا ا ا اا الي ب زكرا على اليم ص ٣‏ للل £ = . 
وتهس محور السينات عند النقطة (١ء )٠١‏ . 
الإحداثي السيني للمركز= ١‏ 
سه مركزالدائرة ١(١‏ » ه) 


مركز الدائرة يقع على المستقيم 


وھ ھے د٣‏ )= كر سه هدا 


بدن جو سے 


. مركزالدائرة ١(١ء› )١‏ 
الدائرة تمس محور السينات سه د 1|1 
". معادلة الدائرة: (س - ١‏ )+( ص - 1) = ۲١‏ 
جد معادلة الدائرة الواقعة في الربع الأول و التي تمس محوري السينات والصادات 
ويقع مركزهاعلى المستقيم ص+ س٤‏ . 
الدائرة تمس الحورين وتقع في الربع الأول سه المركز= (ر»ر) 
المركزيحقق معادلة المستقيم سه ر+ر-ءع سه اد٤‏ سي ردا 


0 المركز = )۲“( 
معادلة الدائرة: (س - ۲ )+ (ص- ٤)۲‏ 


الصورة العامة لمعادلة الدائرة 


بفك الأقواس في الصورة القياسية السابقة للدائرة» جد أن : 
سآ _ ٣‏ س د ۾ دآ + صا _ 
سآ + صا ۴ ر س ٣۲ھ‏ ص + دآ + ها ر 


وبفرض أن: - دل » -ه د ك» وا 


تنتج الصورة العامة للدائرة | سآ + صا + ۲ ل س +اك ص + ج د . 


حيث مركزالدائرة (- ل »ك ) = ( ٠‏ نصف معامل س »- نصف معامل ص ) 
وطول نصف قطرها دوا لاوا د + ااج 


ملاحظة يجب أن تتوفر الشروط الاتية معا فى الصورة العامة لمعادلة الدائرة : 


. المعادلة من الدرجة الثانية في س » ص‎ _ ١ 
. ١١ معامل سآ = معامل صا‎ _ ۲ 
٠ = المعادلة خالية من الحد س ص أي أن س ص‎ _ ۳ 
۰.) ر‎ _¿ 
: جد مركز وطول نصف قطر الدائرة التي معادلتها‎ 
. - ٩ _ س ۽ صا + ۲ ص‎ ٤ _ سآ‎ 
. - ٩ سآ + صا ٤ے س + ۴ ص‎ 
٩۹-=ج‎ » ۱ ومقارنتها بالصورة العامة جد أن: ل = ۲ » ك‎ 
)١-»١١( مركز الدائرة‎ 


و = ۹ فا ا وة 


جد مركزوطول نصف قطر الدائرة التي معادلتها : 


۴سآ + ۴ صا ۱۴ س + ۱۲ ص ۲٤‏ = . 


بقسمة طرفي المعادلة علیٰ ۴ هھ سآ + صا ع س + ع ص - ۸ - . 
وبمقارنتها بالصورة العامة جد أن: ل = ١٠‏ » ك ۲ ج =-۸ 
مركز الدائرة )۲٠١٠۲(‏ 
د = ا (-۲) + (۲)_-۸- ۱11 ٤‏ وحدات. 
ماقيمة ج بحيث المعادلة سآ + صا ۸ س + (٠.‏ ص + ج -. 
تمثل دائرة قطرها ١١‏ وحدة ؟ 
(الخل) القطر- ١ه‏ د-۷ 
ومقارنتها بالصورة العامة جد أن: ل = ٤٠‏ » ك ۵ء ج =؟ 


۷ ا _)۵(+)٤-(‏ ج ےھ ٤۱٤۹4‏ ج هھ ج A=‏ 


ملاحظة يفضل استخدام الصورة العامة لايجاد معادلة الدائرة في حال : 
_١‏ علمت )١(‏ نقاط تمر بها الدائرة . 
۲ _ علمت نقطتان تمر بهما الدائرة و وقع مركزها على مستقيم معلوم . 


جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقاط .)۲١۴۲( »)۱-۰۲(» )۱١۱(‏ 


® الصورة العامة لمعادلة الدائرة هي : سآ + صا + ۲ لل س + اك ص + ج - ; 
)١١١(‏ حقق معادلة الدائرة سه )(١ (+ )١(‏ +۲ ل ١ +)١(‏ ك(١)+ج‏ د=. 
هص ٣ل‏ + اك + ج --] )١۱(...‏ 


)١-» ۲(‏ خقق معادلة الدائرة سه (۲) + ١ +)١( ل٣ + )١-(‏ ك(-١)+ج‏ د. 
سه ٤ل‏ ك + ج د-ل ...(۲) 


.= خقق معادلة الدائرة سه ( )+ (۳) +۲ ل (۲)+ ۲ك (۳)+ج‎ )١۰۴۲( 
)۳(... ۱)۳ -- ل + 1ك + ج‎ ٤ سه‎ 
)۲( من المعادلة‎ )١( بطرح المعادلة‎ )۲٠( من المعادلة‎ )١( بطرح المعادلة‎ 
ذف کے ذف ى‎ 
) ل+ اك +ج--!؟‎ ۲(١ - ) ۲ل + ۲ك +ج --!؟‎ ((- 
)۳-- ك ج ٤ل + اك + ج‎ ل٤‎ 
(۵)... )()- = ك٤‎ + ل‎ ۲ (£)... JE — JF 
)4(... بجمع المعادلتين (£)و(۵): ۲ل ٤ك د-۳‎ 
.. (-= ك٤‎ + ۲ل‎ 


بتعويض ل في المعادلة (£) : (١‏ )كه كا 


بتعويض ل _ ا » ك-٠١‏ فى العادلة(؟) سيه 
۲ 
(٤‏ £)-(-(+ج => هھ ج۷ 


معادلة الدائرة: سا + صا + ٠(۲‏ ) س +۲ )١-(‏ ص + ۷ 


: سآ + صا ۷ س ٣ص‏ + ۷ د . 


جد معاد الداقة التي فربالقاط وا( 4 (ة رد 
(الخل) الصورة العامة لمعادلة الدائرة هي : سآ + صا + ۲ ل س + اك ص + ج 


)٠»١(‏ حقق معادلة الدائرة سه ( )+( .)+۲ ل +)١(‏ ؟ك(.)+ج د. 


هص ٣‏ ل + ج ےد ...(۱) 


)٠ »۷(‏ خقق معادلة الدائرة سه +)١(+')۷(‏ ۲ل (۷) + ١ك +)١(‏ ج = 


٤ال‏ + ج 44 ...(۲) 


(۵ »-۳) خقق معادلة الدائرة سه )۵١(‏ + (-۳) "+ ۲ل (۵) + ٣ك‏ (-۳)+ ج 
هه ٠١‏ ل 1ك + ج - ع۳ ...(۳) 
بطرح المعادلة )١(‏ من المعادلة (۲ ) 
٤ال‏ + ج-=-44 
-( ۲ل + ج -ا١)‏ 
A= = J7‏ 
که ل ك 
عوض ل ٤-‏ في المعادلة )١(‏ سه )٤-(۲‏ + ج 
عوض ل ٤<‏ » ج - ۷ في المعادلة (۳) 
1 
E‏ 
۱ 
. معادلة الدائرة: سا + صا - ۸ س + ي ص + ۷ د . 


جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطتين )1١٤( » )١-,۳-(‏ ويقع مركزها 
على محور الصادات . 


و د کک وا وا4 رل ی کک 
المركزيقع على محور الصادات . 

فتصبح المعادلة : سأ + صا + ١ك‏ ص + ج د . 

.-ج+)١-(ك۲+‎ (١ -( + )-( خقق معادلة الدائرة سه‎ )١-»۴-( 


سه د آل + ج 7( )١۱(...‏ 


سه )£-(٠١‏ اك + ٣٤٣-۷‏ سه ك - 


14 شق مهات الات حه £ + 07 +072۴ چ 
سه ٣اك‏ + جد ان ...)۲( 
بطرح المعادلة ١(‏ ) من المعادلة )١(‏ 
- ك + ج= ۱١۰‏ 
7( ك +ج= 1( 
٤اك‏ سه ك=- 
بتعويض لك = ٠-‏ في المعادلة )١(‏ سه )۳-(۲٠‏ + جد ٠)١‏ 
N‏ 


.. معادلة الدائرة: سأ + صا - 1ص - ١١‏ د . 


جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطتين )۵١( »)١-» ١(‏ ويقع مركزها على 
محور السينات . 


@ الصورة العامة لمعادلة الدائرة هي : سآ + صا + ۲ ل س + ۲ك ص + ج د 


ك ٠=‏ | المركزيقع على محور السينات . 
فتصبح المعادلة : سا + صا + ۲ ل س + ج د . 
)١ =١ ۴(‏ خقق معادلة الدائرة سه )١(‏ + [= )+۲ ل (۴] + جد 
سه ال + ج۱7 )١۱(...‏ 
[1) شتو معاة الائ حك (0 2 00(۴05١‏ + جد 
س آل + ج = 1] ...(۲) 
بطرح المعادلة (۲) من المعادلة )١(‏ 
1 ل + ج = ٠١‏ 
۲(7 ل + ج = (١١‏ 
> ل 
بتعويض ل = ٤‏ في المعادلة(١)‏ سه )٤(1‏ + جد 
معادلة الدائرۃة: سا + ص +۸ س ٣٤‏ - . 
جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطتين )١-» ١(»)۲-۰٠(‏ ويقع مركزها على 
المستقيم ۲ س + ٤ص‏ د۷ . 
@ المركز (- ل -ك ) يقع على المستقيم ٣‏ س+ء٤ءص‏ د۷ 
- ۳ل £ V=‏ ...)۱( 
الصورة العامة لعادلة الدائرة هي : سأ + صا + ۲ ل س + اك ص + ج د . 


)١-»١ ١ (‏ خقق معادلة الدائرة سه ( )+ (- )+۲ ل ٣ +)١(‏ ك(-١)+‏ ج 


)١-» ٤(‏ خقق معادلة الدائرة سه (£)+ (-۳) +۲ ل (£) + ١ك‏ (-۳)+ ج د. 
4 ۸ل - 1ك + ج = - ...)۳( 
بطرح المعادلة )١(‏ من المعادلة (۲) و بحل النظام الاتي 


۲ل ٤ك‏ + ج = =۵ 


- ۳ل J٤‏ =¥ ...)۱( 
-( ۸ل - 1ك + ج --۲۵) 


؟ (- 1 ل r+‏ ك = °( ...)£( 


- 1 ل + اك = CEs ۲١‏ 
-۵( ل = 


بتعويض ل _ - 6 في المعادلة )٤4(‏ 
0۵ ` 
۾ ك - ل فى المعادلة (۲) 
۵ . 


(٤-1 (۲‏ )+ج- 


معادلة الدائرة : سا + صا _ ےھ س + ص + 


جد إحداثيات المركز وطول نصف القطر لكل من الدوائر الاتية : 


۲ ۴ 
[1] صا + (۴ - س)'-١١-.‏ (۴ ۸+ ۴ضا )د۱ 
۷ ۷ 


+ صا د O0 ۱١‏ (۴( س ۔۳)) + (۴(ص+۲))' ۲۷ 
٩‏ (س )+ (٩‏ ص+۲)' - ۲۷ 
زا ک٤‏ (س ۳) + (ص +۲ )' ۔ ۲ 
المرکز (۲-۰۴) » دا٣‏ 


جد معادلة الدائرة التي طول نصف قطرها ٤‏ وحدات ويقع مركزها على محور 
السينات وعلى المستقيم ۴س _ صدا . 

افرض المركز (د»ه) 
مان الركزب على مى اتات سه انكر(د+:) 
( د )٠»‏ خقق معادلة المستقيم سيه آد-.=1ا سه دد" 


المركز (۳ء٠)‏ »> دد4٤‏ 
معادلة الدائرة: (س )+ صآ= ٠١‏ 


جد معادلة الدائرة التى تمر بنقطة الأصل» وطول نصف قطرها ٠١‏ وحدة 
والإحداثي السيني لمركزها - ٠١‏ . 


@ (س - د )+ (ص-ھ)' = را 


(س + ۱۲) + ( ص ه) = ٠1۹‏ 
الدائرة تمر بنقطة الأصل سه ( ۲+١‏ +( .- ه)= ٠1۹‏ 
و قا و 2 
الأولى :المركز (-١)ء‏ ۵) » د١١٠‏ الثانية : المركز ›)۵-»١۲-(‏ د١١‏ 
(س+ ۴ () + ( ص - ۵ )= ۱1۹ (س+ ۴ () + ( ص + ۵ )= ۱1۹ 
معادلتا قطرين في دائرة هما: س +۴ ص = ۱۷ » ٣س‏ _ ص۲ جد 
معادلة هذه الدائرة علما بأن طول نصف قطرها ۵ وحدات . 
@ يتقاطع القطران في مركز الدائرة . 
۴س _ ص ۳ سه ص د ٣س‏ _۳ . . نعوضها في المعادلة الأخرى لإيجاد نقطة التقاطع . 
س + ٣(۴‏ س ۱۷)۳١‏ س ١س ٣١‏ سے س لے ا 
الركز ( ل غا ) 
.. معادلة الدائرة : (س )۽ ( ص -£ا)" ۲۵ 
جد معادلة الدائرة التي تمس محور الصادات عند النقطة )١٠١(‏ وتقطع 
محور السينات في نقطتين إحداهما (4» )٠‏ . 
افرض المركز (د » ه) 
وما أن الدائرة همس محور الصادات عند النقطة (۲۰۰) 
يصبح المركز ( (د»› ۲ ) 


سه یدو + اض )دا س 


ص 


elas fa NNO Se) 
چ ۸۱ - ۱۸د + رآ + ۹- را سه ۱۸ر‎ 


.. معادلة الدائرة: (س - ۵) + ( ص ۳ )د ۲۵ 


جد معادلة الدائرة التي تمر بنقطة الأصل وتقطع من محوري السينات والصادات 
الموجبين ( £ ) وحدات » (1 ) وحدات على الترتيب . 
@ من هندسة الشكل الجاور نلاحظ أن القطعة المستقيمة 
أب تمثل قطرا في دائرة أن الزاوية أ م ب محيطية قياسها 
04° 


مرکزالدائرة = ( ,1 )- (۲۰۲) 
۲ ۲ 


ela Yess 


٠١د)‎ ۳ معادلة الدائرة: (س - )+ ( ص‎ ٠ 


جد اة الدائرة التي س مجو الضادات مته البقطة )£١١[‏ وتقظع مجو 


مركزالدائرة ( د ء) 
من هندسة الشكل اجاور آ ن نب ۔ 1 ٣‏ 
بتطبيق نظرية فيثاغورس على المثلث م ن ب 
آآ )٤(-‏ + (۳) ۵ 
NEE‏ 
مركزالدائرة )٤»۵(‏ العمود النازل من مركز الدائرة على 
ا , أي وتر فيها ينصف هذا الوتر. 
. معادلة الدائرة: (س - ۵) + ( ص ٤‏ )د ۲۵ 
جد معادلة الذائرة التي تمس محور السينات عند النقطة(- ۴ء٠‏ ) وتقطع 
من محور الصادات الموجب وترا طوله ١1 ٤‏ وحدة. 
(للل) مركزالدائرة (۲»ء د) 
من هندسة الشكل الجاور د وت2 
یق فق قاقر قل رلت ور ب 
سه آ )+ (۲ ١)۴‏ سه رد٤‏ 
مركزالدائرة )٤١١٣7(‏ 
. معادلة الدائرة: (س + ۲) + ( ص ٤‏ )د١٠‏ 


إذا کانت الدائرة سآ + صآ-۷ س + ب ص + د - . تمس محور الصادات فى 
E‏ النقطة )١-»١(‏ » فجدقيمة ب »د. 


الصورة العامة لمعادلة الدائرة هي : سأ + صا + ۲ ل س +۲ك ص + ج 
مقارنة المعادلة المعطاة بالصورة العامة : 


ل هھ الإحداثي السيني للمركز - ل 
و الدائرة تمس محور الصادات في النقطة (.» )١-‏ 
. مركزالدائرة j )۲٠١(‏ د ¥ 
سه ب = ك ؟(۳) 1 
)١- »٠١(‏ خقق معادلة الدائرة سه (١)+(-۳)-۷(١)+٠(-۴۳)+د-.‏ 
سه د۹ 
| مثال | جد قيم ج بحيث المعادلة سآ+ صا 1 س ٤‏ ص + ج د ٠‏ تمثل دائرة . 
ل ك 


المعادلة تمثل دائرة عندما ر ال تاد ج <. 


(-۳) + (-۲)'- ج < هھ ۱۳٣‏ - ج ٠Ç‏ سه4 ۱۳ - ج >. 


سه ۱۳) ج 


| مثال ] إذا كانت النقطتان )١١۲(‏ » (1 أ) هما نهايتا أحد أقطار دائرة تمر بنقطة 
الأصل » أوجد قيمة أ» ثم أوجد معادلة هذه الدائرة . 


مركزالدائرة =( 1+۲ , +| |( غ 
۲ ۲ 


لك كا 
۴ 


سآ + صا ۸ س ٤(‏ + أ ) ص + ج = . 
الدائرة تمر بنقطة الأصل سه ( )١ (۸)١ ( + )١‏ - (٤+أ)(۰)+ج‏ 
هھ ج=. 
فة فتصبح معادلة الدائرة : سآ + صا - ۸ س +٤(-‏ أ ) ص د . 


.-)£()ا+٤(‎ -)١(۸ - )£( + )١( خقق معادلة الدائرة سه‎ ) ٤ ١۲( 


وه £ ٤١1‏ آ=٠‏ سه ٤‏ أ-- ١٣‏ سه إ- 
٠‏ معادلة الدائرة: سآ + صا ۸ س ص د . 
إذا كانت النقطتان (-۲»۳ ) » (ج»۸) هما نهايتا قطر لدائرة تمس محور 
الصادات فأوجد قيمة ج و معادلة هذه الدائرة . 
e)‏ الدائرة تقع في الربع الثاني 


مركز الدائرة - (-۳+ج, ]خ1 )- ( اج م) -(-()۵) ہ 
۲ 1 ۲ 


ص 


(س ب د )+ ( ص - ۵ )ر 
۲٠٠٠ -(‏ ) خقق معادلة الدائرة 


ج =۴ ) )ا 


سه 1-۹ د + رآ+ هرا 


سه 1۱۸ر س و۴ 

E 
۲ 

.. معادلة الدائرة : (س + ٣‏ )+ ( ص - ۵ | ۹ 


| مثال ] جد معادلة الدائرة التي تمس المستقيم ص ۔ ا س في النقطة (۳» ۳1 ) 
ويقع مركزها على محور السينات الموجب. ٠١‏ ص 


(FY «r) اوو‎ Mm 
AR e 


۳ وھ +۳٣-‏ ج 1 س ج = ۳ 


ر= بعد المركزعن المستقيم ص . 


ص ۔ ا س _ ے ل س _ ص د . 


r1 F1 


EN ea | 
1 TT 
فتصبح معادلة الدائرة (س ۲د )آم صآد را‎ 
e TS a As Î FF 


س ۳-۹د + ٤رآ‏ + ٣‏ را هه رکا 


.. معادلة الدائرة (س - ٤‏ )آم صآ- ٤‏ 


جد معادلة الدائرة التى تمس المستقيم س ٣-‏ ص = . عند نقطة الآأصل 
ويقع مركزها على المستقيم ۲س + ص += . 


ميل المستقيم س ٣_‏ ص - . يساوي 
(س - د )+ (ص-ھ)' = رآ 


۴( س -د) +۲( ص-ھ) د کا ۔ . 


المركز ( د ھ) يحقق معادلة المستقيم س + ص + (= ٠‏ 
سه | د + هھ +(= . Ce‏ 
عوض هه د -۳ د فى المعادلة )١(‏ سهبه |د ١٣د+ا=.‏ سه د (٠=‏ عوض في المعادلة )١(‏ 


هھ ھ۳ ()۔-۳ 
الدائرة تمر بنقطة اأصل سه ( ٠ (+ )١- ٠‏ +۴ )رآ سيه رآ 
٠‏ معادلة الدائرة (س - ١‏ )+ (ص ٣+‏ )آ- ٠١‏ 
| هقل | جد معادة اتونة انى مس الستقيم ۴س + ٤‏ ص <١١‏ . عند النقطة 
١٠١٤ (‏ ) ونصف قطرها ( ۵ ) وحدات . 
یل زا « ميل المستقيم العمودي على المماس = ئ 
خد معادلة المستقيم العمودي على المماس عند نقطة التماس 
ص ١‏ کے (س )٤‏ 
المركز (د»ه) يحقق معادلة العمودي E‏ هھ ١۱(د )٤-‏ 
النقطة (4 |١‏ تق على الدائرة سه [# دة)+ ا هاا دة 
عوض هھ ١‏ ئ_(د )٤-‏ فى المعادلة(١)‏ 
۳ : 


)٤- د )+ ا(‎ - ٤( 


۵ سه ٤(‏ د( + )۵ 
س ( ٤‏ د)آ- 4 


= د‎ £ yg 
۱= د‎ 


بالتعويض في المعادلة )١(‏ : ه = ٣١‏ عندماد ١٠١‏ » ه< ۵ عندماد=۷ 
( دائرتان ) 
الأولی مرکزها )۳-١۱٠(‏ الثانية مركزها (۷» ۵ ) 
ومعادلتها (س - ١‏ )+ ( ص + ۳ )"= ۲۵ ومعادلتها (س - ۷) + ( ص - ۵ )"= ۲۵ 


جد اة الاق الى مس كلا من مو رالمات لوحب و خو ر الضادات 
الموجب والمستقيم ٤س‏ + ٣ص =١‏ : 


e‏ المركز (ر»ءد) 


ELEY 
(rs) 


ےه | ۷ر ایر دائرتان قن 
سه لر مر ۷ر ٣١۵ر‏ 
٢ر‏ = Teri TF‏ 
Ee‏ ر =( 
المعادلة الأولى المعادلة الثانية 


(س - 1 )+ ( ص ۲)1 ۳٣‏ (س - ١‏ )+ (ص- ١)١‏ 


| مثال | جد مراكز الدوائر التي بساوي نصف قطر كل منها (۴) وحدات والتي تمس 
المستقيمين س £٤‏ » صدا . 


انظر الشكل اجاور 
بفرض أن ( أ » ب ) أحد المراكز المطلوبة 


۳|٦ ب‎ | 
E E 


ب = ۳ » ب ٩=‏ 


هناك )٤(‏ دوائر 


المراكزالمطلوبة: )١١۱٠(‏ 
(۱ء 4) 
)۷ء۳( 
(۷ ۹( 


القطع المكافىء هو : الحل الهندسي 
للنقطة ن (س» ص) المتحركة في 
المستوى التي يكون بعدهاعن نقطة 
المكافىء ) مساويا دائمالبعدهاعن 

مستقیم معلوم ل ( یسمی دليل 


_ محور القطع المكافىء هو المستقيم المار بالبؤرة والعمودي على الدليل . 
_ رأس القطع المكافىء هو نقطة تقاطع محور القطع المكافىء مع المنحنى . 


. الرأس والبؤرة يقعان على محور القطع‎ _١ 
. آ_ الدليل يكون دائما عموديا على محور القطع‎ 
. الرأس يقع في منتصف المسافة بين البؤرة والدليل‎ _٣ 


_٤‏ بعد الرأس عن البؤرة = بعد الرأس عن الدليل = ج. 
۵_ بعد البؤرة عن الدليل = ۲ ج. 
1_ (ه) هو الاختلاف المركزي للقطع المكافىء ١١‏ دائما. 
۷_ القطع المكافىء يكون متماثلا دائما حول محوره . 
الصورة القياسية لعادلة القطع المكافىء الذي رأسه 
1١‏ 
_ محور التماثل يوازي محور السينات 
و فتحة القطع إلى اليمين . 
معادلة القطع المكافىء هي : 
(ص ‏ ھ) = ٤‏ ج (س _ د) 


_ معادلة محور التماثل : ص د ه 


_ البؤرة : ( د + ج»› ھ) 


_ معادلة الدليل : لل = د - ج 


_ محور التماثل يوازي محور السينات 
و فتحة القطع إلى اليسار. 


معادلة القطع المكافىء هي : 
(ص ‏ ھ)آ = ٤-‏ ج (س _ د) 


_ معادلة محورالتماثل : ص = هھ 
_ البؤرة: (د_-ج›ه) 


_ معادلة الدليل : س - د + ج 


i11 
. محور التماثل يوازي محور الصادات‎ _ 
. و فتحة القطع إلى أعلى‎ 


معادلة القطع المكافىء هي : 
(س- د )= ٤‏ ج (ص ‏ ه) 


_ معادلة محورالتماثل: س = د 
_ البؤرة: ( د»ه+ج) 


_ معادلة الدليل: ص = هھ -_ ج 


_ محور التماثل يوازي محور السينات 
و فتحة القطع إلى أسفل . 


معادلة القطع المكافىء هي : 


(س- د )آ = ٤-‏ ج (ص - ه) 


_ معادلة محورالتماثل : س = د 
_ البؤرة: (د »هھ -ج) 


_ معادلة الدليل: ص = هھ + ج 


ملاحظة لإيجاد معادلة القطع المكافىء في الصورة القياسية يجب معرفة : 


. جاه فتحة القطع‎ _١ 
. آ_ إحداثيات الرأس‎ 
قيمة ج.‎ _۳ 


جد معادلة القطع المكافىء الذي رأسه ١(‏ » - ؟) وبؤرته (-۳» -؟) 
(لخل) اجاه فتحة القطع لليسار. 


ج ا 4 


معادلة القطع هي : (ص + ؟) = -1٠(س  )١‏ 


مثال أ جد معادلة القطع المكافىء الذي رأسه )١٠١١(‏ ومعادلة دليله ص .=<(١+‏ 


® اجاه فتحة القطع #أعلى . 


چ د( لد 


معادلة القطع هي : (س )= ۸ (ص - )١‏ 


جد معادلة القطع المكافىء الذي بؤرته (-۲» ۴) و دليله محور الصادات . 
CD)‏ جاه فتحة القطع لليسار . 


ج = سھ کے د)۱ 


رأس القطع المكافىء )۲7 ("</7)=(F<)+‏ 


معادلة القطع هي : ( ص ۳) = - ٤‏ (س +ا) 


(لخل اجاه فتحة القطع #أسفل . 
آج= £ سه ج = 


رأس القطع المکافیء (۲۳» ۲+() = (-۴»ء ۲) 


س 


معادلة القطع هي : (س +۳)" = ٤-‏ (ص-۳) 


جد معادلة القطع المكافىء إذا كان هو مجموعة جميع النقط التي كل منها 
على مسافات متساوية من النقطة (-۲» )٠‏ ومن المستقيم س۲ . 


بؤرة القطع : ( )٠ » ۲٣‏ 0 معادلة دليله : سد؟ 
جاه فتحة القطع لليسار. 


آ ج آ٣‏ ا هد جخ دم 

رأس القطع المكافىء ٠» +۲ ٠-(‏ )<( . 
معادلة القطع هي : صآ = - ۸ س 

جد معادلة القطع المكافىء الذي رأسه النقطة »۳٠(‏ ۵) ومحوره يوازي محور 
الصادات ومر منحناه بالنقطة (-۷»۵) . ا 

@ الجاه فتحة القطع #أعلى . 
معادلة القطع : ( س + )= ءج (ص )۵١-‏ 


)۷۵۳( خقق معادلة القطع هھ 


(- ۵ + )= ٤ج(‏ ۷ -«) سه £ = | ج سه چا 


a 
,۾ معادلة القطع هي : (س+ )= ۲ (ص- د)‎ 


جد معادلة القطع المكافىء الذي بؤرته النقطة (-۵۰۲) ويتقاطع دليله مع 


محورتماثله في النقطة (۵»4) . 


اجاه فتحة القطع لليسار. 


آج ٤۔٣۔٦‏ سھ ج٣‏ 


رأس القطع (۳+۲7 »۵ )= )۵۰١(‏ 


معادلة القطع هي : (ص - ه)" = - ۱۲ (س ا) ْک 


جد معادلة القطع المكافىء المار بالنقطة ( ۲١۵‏ )» ومحور السينات يمس رأسه 
عند النقطة ( ۳».) . 4 
( لحل اجاه فتحة القطع #أعلى . 
رأس القطع ( ۴».) 
معادلة القطع : (س )= ٤ج‏ (ص - .) 
( ۲۰۵ ) خقق معادلة القطع سه 


(۵ -۳ )= ٤ج(۲)‏ سه ٧۸ =٤‏ ج هھ ج 


.۾ معادلة القطع هي : (س )= ۲ ص 


جد معادلة القطع المكافىء الذي بؤرته نقطة الأصل ورأسه مركز الدائرة التي 
معادلتها سآ + صا _ ٦‏ س + ل۵ = . ٣‏ 


(ee) e 


سه رأس القطع د )٠۰٠(‏ 
الاد فة القظع السار 
ج= ۳ - .= 


معادلة القطع هي : صآ= - ۱۲ (س ١‏ ) 


جد معادلة القطع المكافىء الذي معادلة محوره س٠‏ » ومعادلة دليله 
ص٠‏ » ور منحناه بالنقطة ( .)1١١‏ 
جاه فتحة القطع لأعلى . 
رأس القطع (۲» ج )١+‏ 
معادلة القطع (س ۲ )= ٤‏ ج ( ص -ج-ا١)‏ 
( 1۰1) حقق معادلة القطع هيه 


(1 )= ٤ج( ١1‏ -ج--ا) سيه ١١د‏ .]ج ٤جآ‏ بقسمة طرفي العادلةعلىء سه 
وترتيب الحدود 
جآ-0ج+٤-.‏ سه (ج -4) (ج ا)= ٠.‏ سه ج٤‏ »ج دا 
عندما ج =£ عندما ج =۱ 


معادلة القطع هي : (س )= (٠١‏ ص - ) | معادلة القطع هي : ( س (٤ =" )١-‏ ص -۲ ) 
جد معادلة القطع المكافىء الذي محوره يوازي محور الصادات » وبؤرته النقطة 
۵۰١ (‏ وير بالنقطة (۰ ۰ ۴۵) ويقع رأسه أسفل بؤرته . 
(الخل) اجاه فتحة القطع #أعلى . 
رأس القطع (۲» ۵ -ج) 
معادلة القطع ( س !)= ٤‏ ج ( ص - ۵ + ج) 
(۴,۵۰۰) خقق معادلة القطع ي 


( ۰ - )= £ ج-(۵ ۵0-۳ +ج) 


ص 


سه £ = ٤ج‏ (ج د ,() هھ ٤جآ‏ اج =٤‏ . 


هھ آجآ۔-۳ج ]= .سه (ج +ا) (ج۔آا)۔ے. 
هھ ج دآ » ج ا مرفوض 


5 معادلة القطع هي : ( س )= ۸ ( ص ۳) 


| مثال | جد معادلة القطع الكافىء اندي رأسه تقطة الأصل ومردلبله بائنقطة .)٠١۱*(‏ 
59 حالتاد 


جاه فتحة القطع لليمين . اجاه فتحة القطع أسفل . 


ج =)۱ ص ج٣‏ 


2 معادلة القطع هي : صآ ۔ ٤‏ س معادلة القطع هي : شا .=۴ کن 


جد معادلة القطع المكافىء الذي محوره هو محور السينات ودليله هو محور 
الصادات ويبعد رأسه عن مركز الدائرة سآ+ صا ٤‏ مقدار يساوي طول قطرها . 


® سآ صا ے ٤‏ هي دائرة مركزها ( )٠٠٠‏ ونصف قطرها= ؟ . 
طول القطر= 4 . 
حالتان 


جاه فتحة القطع لليمين . الاه فتحة القطع لليسار. 
الرأس )٠۰٤(‏ » جد الرأس )٠٠٤7(‏ » ج4 


ص ص 


معادلة القطع هى : صا ٠٦‏ ( س ؛٤)‏ معادلة الة : صا = - ۱١‏ ( س+٤)‏ 
ټ هي 


جد معادلة القطع المكافىء الذي رأسه النقطة ( ٠١۲‏ )ء ومحوره يوازي محور 
السينات وبؤرته تقع على المستقيم ص س . 
انظرالشكل الجاور. 
البؤرة ( ۲+ ج ۲١‏ ) تقع على المستقيم ص س 


سھهھ +٣ ۳٣‏ ج هه ج=) 


٠.‏ معادلة القطع هي : (ص ٤.)‏ (س ؟) 


جا معااتة انقط االكاقيء انتى محوة يوا مكو ر الضاذات ورامة بقع على 


المستقيم ص ےس , ویر بالنقطتین ( ۳۰۰) › ( .)۳١٤‏ 
( اخ انظرالشكل انجاور 


ص 
الرأس يقع على المستقيم ص - س 
س الرأس (د»د) 
معادلة القطع : (س- د )= ٤‏ ج (ص - د) 


القطع يمرب ( )٠٠١‏ سيه 


( .)= ٤ج(‏ ۳ د) ...(۱) 
القطع يمرب )٠١٤١(‏ سي 


و )ا2وج( ن e‏ 

بقسمة المعادلة )١(‏ على( ) هھ ف سه ۸-۱١١‏ د+داآے ر 
£٤ (‏ -د) 

عوض د٠‏ في المعادلة )١(‏ سه ٤=٤ج(١٣-!؟)سه‏ جدا 


u‏ ۸ د ١=‏ هه ددا 
.". معادلة القطع هي : (س- !)= £(ص - ؟) 
حل اخر 


ما أن النقطتين ( )٠١١ ( » )٠٠١‏ لهمانفس الإحداثي الصادي 
تكون معادلة محور التماثل : س - ٤+ ٠‏ 


3 که الرأس ( ۲ ھ) 


اجاه فتحة 
معادلة القطع 


أيضا الرأس يقع على المستقيم ص س سه الرأس (۴۰۴) ع١‏ القطع لأعلى 
القطع يمرب( ٠‏ 


(س- )= ٤‏ ج ( ص )١-‏ 
۳١‏ ) سه ( . ۲)- ٤ج( ٣‏ -!) سھ جد 

. معادلة القطع هي : (س- ؟)-= £( ص )١‏ 

اكتب معادلة القطع المكافىء الذي بؤرته النقطة ( ٠١١‏ ) ومحوره يوازي محور 


السينات ومر منحناه بالنقطة ( 


0°( . 
(اخل) حالتان 
الحالة الأولى : اجاه فتحة القطع لليسار. 
رأس القطع : (٣+ج»١)‏ 
معادلة القطع : ( ص -)()۔ - ٤‏ ج ( س ۲ - ج) 
القطع مر بالنقطة ( 


4) سه (۵- ()--٤ج( ٣۳-۰‏ ج) 


سل EET‏ س جاور کے و 


سه (ج+٤)(ج-ا])‏ = ٠ه‏ جا جد ×٤-‏ مرفوض 


)٤- معادلة القطع هي : ( ص -١)--ء (س‎ ٠ 

الحالة الثانية : جاه فتحة القطع لليمين . 

رأس القطع : (۳-ج١۱)‏ 
معادلة القطع : ( ص -١)آ- ٤‏ ج ( س +٣١‏ ج) ۳ 
القطع مربالنقطة )۵0۰٠0(‏ هي (۵- +٣-. ( ج٤ -')١‏ ج) 


سه اد اا ج چا ےھ چا کے د 


س ( ج -٤)(ج+ا)‏ = ٠ه‏ ج٤‏ ج=-ا× مرفوض 


معادلة القطع هي : ( ص ٠1 =-')١-‏ (س+ )١‏ 
الصورة العامة لمعادلة القطع المكافىء 


]١ |‏ معادلة القطع المكافىء الذي محوره يوازي محور الصادات هي : 
ص = سآ + ب س + ج »أ٭#. » أ»ب»ج دح 
وتكون : اجاه فتحة القطع *أعلى عندماأً موجبة . 
جاه فتحة القطع #أسفل عندما أ سالبة . 
9 معادلة محور التماثل هي الإحداثي السيني لرأس القطع : س = حت 
1 ۰ ۲ 


معادلة القطع المكافىء الذي محوره يوازي محور السينات هي : 
س - صا + ب ص + ج » أ#. » أ»ب»ج 3ح 
وتكون : اجاه فتحة القطع لليمين عندما أ موجبة . 
جاه فتحة القطع لليسار عندما أ سالبة . 
9 معادلة محور التماثل هي الإحداثي الصادي لرأس القطع : ص سح 
1 : ۲ 


ملاحظة : يفضل استخدام الصورة العامة لإيجاد معادلة القطع المكافىء في حال : 
(_ علمت (۳) نقاط ر بها منحنى القطع المكافىء وعلم الاه محور التماثل . 
آ_ علمت نقطتان مر بهما القطع المكافىء وعلمت معادلة محورالتماثل . 


جد معادلة القطع المكافىء الذي محوره يوازي محور السينات» وير منحناه 
بالنقاط ( ۱۰۳).› (۳۰1)»( ۳ ) . 


CD‏ س د صا + ب ص + ج 


القطع يمرب )١١١(‏ ا0 و 


هه أ + بب+جد" )١(...‏ 


الفط مر( :۴ هآ آ۴ 4 ب( و 
چ ۹أ + ٣ب‏ + ج1 ...(۲) 


القطع مرب ( ۳ )۳٣»‏ هھ ۴دا( ]اہ ت( )ب ج 
سھ ۹ ٣ب‏ و جد >( ) 
بطرح المعادلة )١١(‏ من المعادلة )١(‏ 


بطرح المعادلة )١(‏ من المعادلة )١(‏ 
۳۹ب + ج٣‏ 


1= ب + ج‎ ٣+ ٩ 


- ( أ + ب+ج د٣‏ ) -( أ+ب+جد۲) 


۸ + ب۳ ...(£4) ۸ -٤ب=›...(۵4)‏ 


بطرح المعادلة ( £ ) من المعادلة (۵) 
۸ -٤ب=›‏ 
¬ (۸ | + ۲ب =۲( بتعويض ب د في المعادلة (۵) 
هھ ۸أ ٤ -)(٤‏ 


= ۳ سه ج 


جد معادلة القطع المكافیء الذي مر بالنقاط (۱۰۰)» (۱۰۱1) )۲١۴(۰‏ 


ودليله يوازي محور السينات . 
@ الدليل يوازي محور السينات سه محورالقطع المكافىء يوازي محور الصادات . 
ص = ا سآ + ب س + ج 


القطع مرب ( )٠١١‏ سيه ا یاپ ج هھ ج د)۱ 


افطع مرد[ 00 سه ادال ) و0 )ا 
سه ١۳ا‏ + اب ۰ ...(۱) 
القطع مرو ۴اه دا( ونا 
چ ٩۹‏ + ٣ب‏ ۱ ...(۲) 
بحل النظام المكون من المعادلتین (۱) و( ). 
1 + 1ب 


- ۹(۲ +۲ب 
بتعويض = ا في المعادلة (۲) 


سل ۹با سه ب 


| مثال ] جد معادلة القطع المكافىء الذي يمر بالنقطتين ( )٠١١۸‏ وة 
هو محور السينات . 
@ معادلة احور ص 
س د أ صا + ج 
الفط هري( ١:4‏ سه 2۸آ 003 وج هھ ۱۰۰| + +=“ 


القطع مرب( ٤٠٤‏ ) سه ٤(٤‏ )ج سه ١أ‏ +جد4 


بطرح المعادلة )١(‏ من المعادلة .)١(‏ 
۰ + ج+-=A‏ بپ ن فى المعادلة )١(‏ 


- ( 1 +ج-=4 () 


۱ ۶ 
سه ن‎ £ 4 
۲١ ١ 


. معادلة القطع المكافىء : 


| مثال | جد معادلة القطع المكافىء الذي بر بالنقطتين ( ۳ ۱)» (۳۰۵) ومعادلة 
محورتاثله س۲ . 


@ ص ۔ سآ + ب س ۽ ج 


معادلة احور س ۲ سه 2آ سه إ٤‏ أ+بد. 
1۲ 


القطع مرب ( )١ ٠١۳‏ ا ( ا 


ص ٩۹‏ + ٣ب‏ جج =( ...(۲) 
اتقطع مرب( ۴ه ۴ا 6 باپ چ 
سه ۲۵ أ + ۵ب وج د۳٣‏ ...(۳() 


بطرح المعادلة ( ١‏ ) من المعادلة (۳). 
0۵ +۵0ب + ج" 
- ( ۹ +۳ ب +ج = )۱٣‏ 
٦أ‏ + ٣ب‏ د٤‏ ھ4 ۸أ +ب !ا ...(4) 
بطرح المعادلة )١(‏ من المعادلة (£ ). 
عوض أ في المعادلة )٤(‏ سه 


۸( )+ بد اسه بدا 


إيجاد عناصر القطع المكافىء إذا علمت معادلته 


عين الرأس والبؤرة ومعادلة احور ومعادلة الدليل للقطع المكافىء : 
سے ۴)۲[ ض ۰)۴ کم ارسم مناد 
CD‏ بمقارنة المعادلة المعطاة بالصورة القياسية لها وهي : 
(س- د )= ٤‏ ج ( ص - ه) 

اجاه فتحة القطع لأعلى . 
الرس ( ۳۰۲) » ء٤‏ ج اسه جد 
البؤرة (۳+۳۰۴۲ )1١١(=)‏ 
معادلة احور س٠‏ » معادلة الدليل صد -١-۳‏ . 


س د۲ 


جد إحداثيي الرأس والبؤرة ومعادلتي الدليل والحور للقطع المكافىء : 
صا ۔ے -۸ (س ۲) 
(لخ) جمقارنة المعادلة المعطاة بالصورة القياسية لها وهي : 
(ص ‏ ھ)آ = ٤-‏ ج (س _ د) جاه فتحة القطع لليسار. 


الرأس )٠۰١(‏ » ”٤ج7٠۸‏ سيه جد 
البؤرة (١-؟»٠)=‏ ( ٠ء٠)‏ 
معادلة احور ص ٠=‏ » معادلة الدليل سد ۲+۲ ٤‏ 


جد إحداثيي الرأس والبؤرة ومعادلتي الدليل والحور للقطع المكافىء : 
۲ سا - ۸ ص = . 
۲ سا = ۸ص سھ سآ ٤‏ ص 
مقارنة المعادلة الأخيرة بالصورة القياسية وهي :(س- د )= £٤‏ ج (ص _ ه) 
جاه فتحة القطع #أعلى . 
الرأس )٠٠٠١(‏ , ٤عجء‏ سه جدا 
E E‏ 
معادلة الور س-. » معادلة الدليل ص (-=(٠-٠١‏ 
جد إحداثيي الرأس والبؤرة ومعادلتي الدليل والحور للقطع المكافىء : 
( ص + ٤ (١‏ س ۸ 
(ص + ٤ -)١‏ (س )١-‏ اجاه فتحة القطع لليمين . 
الرأس )٠٠١١(‏ » ٤ء‏ جدء سه جدا١‏ 


البؤرة (۲+ )١١١۳١( = )١٠١١‏ 
معادلة احور ص د ٠”‏ » معادلة الدليل س - ١١١-۴‏ 


جد إحداثيي الرأس والبؤرة ومعادلتي الدليل والحور للقطع المكافىء : 
( ص )١‏ ۱(۲ س )ا 


بمقارنة المعادلة الأخيرة بالصورة القياسية وهي : (س- د )= ٤‏ ج (ص _ ه) 
جاه فتحة القطع #أعلى . 
الرأس )١٠١١(‏ » ٤ج‏ 


(١۔س)آ۔‏ ے (ص-ا) سے (س (١‏ '۔ ل (ص- (١‏ 


— هه ج 
. 
البؤرة (١ا+-) ١(١‏ ) 


معادلة احور س د٠‏ » معادلة الدليل ص- ١‏ | - ۷ 


جد معادلة احور وإحداثيات الرأس للقطع المکافیء: ص _ | سآ + م س +1 
۸ 


بغارنة اة اتحطاة باتصورة اتفاة نها رهى؛ ص = سآ ۽ ب س ۽ ج 


4 - 1+) (۳+ )0۲( 17 | 
4 ۱۲۳ س‎ 
) ۲٤ ١۱۲( الرس‎ 


جد إحداثيي الرأس والبؤرة ومعادلتي الدليل والحور للقطع المكافىء : 


. ص _ سآ + 1 دس ۳( د‎ ٤ 


@ نكتب المعادلة ٤‏ ص _ سآ + ٦‏ س ۱۳ - . بالشکل سا 1س - ٤ء‏ ص ٠٣‏ 


وبإكمال المربع في س ( بإضافة مربع نصف معامل س إلى طرفي المعادلة ) 

سا _ 1 س + ٤ = ٩‏ ص ٩+۱۳‏ 
جاه فتحة القطع #أعلى . 
الرأس )٠١۳(‏ » ٤ج٤‏ 
البؤرة (۱+٠۰۳(‏ )= (۰۳؟) 


سه (س _۳) آ۔٤‏ ص (٤ - ٤‏ ص -ا١)‏ 
سه ج =) 


معادلة احور س٣‏ » معادلة الدليل ص .=-١-١‏ 


جد إحداثيي الرأس والبؤرة ومعادلتي الدليل والحور للقطع المكافىء : 
۸ س - ۹ صا + ۱۸ ص ٣٣+‏ ۔ . 
۹ صا - ۱۸ ص = ۸ س + ٣٣‏ 


۹( صآ ۲ ص ) = ۸ س + ۳۳ 
(٩‏ صآ۔ ۲ ص + ۱) = ۸ س + ۳۳ ٩+‏ 
۹( ص - )١‏ '۔ ۸ س + ٣ء‏ 


(١)١١ ( البؤرة‎ 
٩ £ 


معادلة الور صد ٠‏ » معادلة الدليل س 1ے 
1 
جد إحداثيي الرأس والبؤرة ومعادلتي الدليل والحور للقطع المكافىء : 
٤‏ صا ٤‏ س ۸ ص ۳ 
٤‏ صا - ۸ ص ۔ ٤ے‏ س ې٣‏ 
(٤‏ صا ۲ ص) ۔ ٤‏ س ٣۳+‏ 
٤‏ (صآ۔ ٣‏ ص + ٤ ) ۱١‏ س ہ۳٣‏ +ع 


(+ (س‎ ٤ (١ - ص‎ ( ٤ 


(ص - (١‏ (س +( اجاه فتحة القطع لليمين . 


الرأس ( (١٠١١7‏ ٤ج١‏ هھ جد 


البؤرة بلا( 


٤ 


معادلة امور ص٠‏ » معادلة الدليل س ل - 
المعادلة ص - 17( س +۳)"- د تمثل قطعامكافئا . أجب عما يأتي : 
ا_ حدد جاه فتحة القطع . 
آ_ جد إحداثيات رأس القطع . 
۳_ جد معادلة محور التماثل للقطع . 
_٤‏ جد الإحداثي الصادي لنقطة تقاطع منحنى القطع مع محور الصادات . 


( (س+)'۔ 7 رص + ۵) 


. 
اجاه فتحة القطع #أسفل . 
الرأس ( = 6 معادلة احور : س = - 
١ +٠ (17 |‏ ) - ۵ ۵047 (الإحداثي الصادي لنقطة تقاطع منحنى القطع مع محور الصادات ) 
س =۰ 
جد إحداثيي الرأس والبؤرة ومعادلتي الدليل والحور للقطع المكافىء : 


۲ صا ۸ ص ٤-1٦ ı‏ س 


@ 


بقسمة طرفي المعادلة على ۲ پے صآ  ٤‏ ص ۔ı‏ ۲-۳ س 
صا ٤ے‏ ص + £ ے ۳ ٣‏ سبع 


( ص - ۲)۔ ۲( سے | 


ص » معادلة الدليل س + 0 
مثال إذا كانت صا ٠۰‏ ص ۔ے - ٤‏ سل هي معادلة قطع مكافىء رأسه 
( ۵»۵) فأوجد قيمة ك» ثم اكتب معادلة هذا القطع على الصورة القياسية » 
وأوجد كل من بؤرته ومعادلتي محوره و دليله . 
CAD‏ الرس تحفق معادلة القظع حه (ة) ے١(‏ ق) د )ےك 
سه ك۵ 
فتصبح معادلة القطع : صا - ٠۰‏ ص . - ٤‏ س - ه۵ 
صا ٠۰‏ ص + ۲۵ ے ٤‏ س ۵ +۲۵ 
[(ص - ۵) آ_ - ٤‏ ( س - ۵ ) الصورة القياسية لعادلة القطع . 
اجاه فتحة القطع لليسار. 
٤‏ جد{ سه جدا 
البؤرة )۵0›١-۵(‏ = (۵۰£) 
معادلة احور ص =۵ » معادلة الدليل س=۵+(= 1 
مثال | إذاكانت ( ۴ )٠-١‏ هي بؤرة القطع المكافىء الذي معادلته 
(ص +  )١‏ -۸ (س + د) فماقيمة الثابت د. 
اجاه فتحة القطع لليسار. 
الرأس (-د»-٠)‏ » ٤ج۸‏ سه جدا 
البؤرة (- د »)= )١٠١۲(‏ 
د |۳ سه د= - ۵ 
| مثال | جد إحداثيات النقاط التي تنتمي للقطع المكافىء کا هن د وال هة 
عن بؤرته بمقدار( )٠١‏ وحدات . 


ا۸س ي ضا ۸سش قاد فة الق نيهن 


الرأس ( 0°<(< Eج+-=N\‏ هه ج دا » معادلة الدليل دس = . ]= ٣‏ 
:س +]±. 


البؤرة ( °+ ؟» )٠۰‏ ( 

افرض النقطة المطلوبة ( أ » ب) 

بعد النقطة عن البؤرة = بعدهاعن الدليل . 
۰= + .)+ ھ4 | r+‏ | -۱۰ 


OEE 


أمثلة متنوعة 
قطع مكافىء رأسه نقطة اأصل ومعادلة دليله ص = ٤‏ فإذا كان منحة 
القطع يمر بالنقطة( ۸ »› د) فأوجد قي قيمة د. کي 
® اجاه فتحة القطع #أسفل . 
ج د٤‏ 
معادلة القطع هي : سآ ۱٦ ٣‏ ص 
( ۸ »د) خقق معادلة القطع سه (۸) --١٠١(د)‏ 


للل د = ٤‏ 


جد معادلة القطع المكافىء الذي رأسه نقطة الأصل ومعادلة دليله 
ص = - أ » أ ٠>‏ ومربالنقطة ( .)٠١١‏ د 


( ل اجاه فتحة القطع لأعلى . 
ج دا 
معادلة القطع : سآ ٤‏ أ ص 
)٠١١ (‏ خقق معادلة القطع سيه (١)-٤أ(١)‏ 
سه أ 


.. معادلة القطع هي : سآ ص 


جد إحداثيي الرأس والبؤرة ومعادلتي الدليل والحور للقطع المكافىء : 


٤ 


جاه فتحة القطع #أعلى . 


الرأس ( » )١‏ ۾ ٤ج٤‏ سه جد( 


(١ + - (۱+۰2) البؤرة‎ 


فة اة س 


معادلة الدليل: ص د .٠-١د ١‏ 
استخدم المعلومات الواردة في الشكل الجاور لإيجاد معادلة القطع المكافىء . 
@ الرأس ( )٠»٠١‏ ا 
معادلة القطع صا ٤‏ ج س 
النقطة ( ٤۵7‏ ) حقق معادلة القطع 


( )ءج (-ه) 


کچ کے کک 
۵ 


| مثال ] من سطح الأرض قذف جسم رأسبا إلى أعلى حسب العلافة : ف ( ن ) = ۰ ن-هنآ» حيث ن 
الزمن بالثواني » ف الارتفاع بالأمتار» احسب أقصى ارتفاع يصل إليه الجسم عن سطح 
الأرض مستخدما تعريف القطع المكافىء . 
( ل مقارنة العادلة العطاة بالصورة العامة لعادلة القطع الكافىء وهي : 

ف = أ نآ + ب ن + ج 
يكون اجاه فتحة القطع أسفل . 
الرأس = ( a‏ 
ف( )= ۲۰( ۲) -۵()- ۲۰ 


.. أقصى ارتفاع يصل إليه الجسم عن سطح الأرض = الإحداثي الصادي للرأس = ۲١‏ مترا . 


الشكل اجاور بمثل جسرا 
معلقاارتفاع كل من حامليه 

٠‏ مترا والمسافة بينهما ٠٠٠١‏ مترا 
وسلسانه علي كل فطع 
مكافىء» أدنى نقطة فيه على 


ا ۹ س کے سا 
ارتفاع ٠١‏ امتار عن الطريق . 
اا رو _ | اجام مازاء | | اطي 
اخذا محور الصادات منطبقا على 
محوره ومتجها نحو الأعلى 


والعمودي عليه من رأس القطع محورا للسينات . ثم أوجد طول القضيب الذي يحمل 
الجسر والواقع على بعد ٩١‏ مترا من رأسه . 
(لخل) من الشكل نلاحظ أن اجاه فتحة القطع أعلى . 

معادلة القطع : سآ ٤‏ ج ص 


النقطة )1١ »٠٠١(‏ خقق معادلة القطع سه ٤ =< )١١١(‏ ج )1١(‏ 
چ £ ج = ۱0۰۰0 


معادلة القطع هي : سآ ۔ے ۱۵۰۰ ص 
افرض نقطة تقاطع القضيب المذكور هي ( ٩۰‏ ص ) وهي خقق معادلة القطع 


(۹۰)- ۱۰۰ (ص) يږ ص 1 ۔ ٤,ه‏ 


وعليه فإن طول القضيب = ٠۵,4 = ۵,4 +١٠١‏ مترا. 


مصباح كشاف في باخرة على شكل قطع مكافىء دوراني ( أي السطح 
الناشىء عن دوران قطع مكافىء حول محوره ) فإذا كان قطر فتحة المصباح ٠١‏ سم 
وأكبر عمق له ٠١‏ سم » أوجد البعد البؤري للمصباح ( أي بعد البؤرة عن الرس ) . 
@ 4 
نختار الحورين کماهو مبین في الشكل اجاور 
بحيث نقطة الأصل تمثل رأس القطع وبؤرته 
تنتمي لحور السينات وفتحته إلى اليسار. 
الرأس ( ٠ء٠)‏ 
معادلة القطع صا ٤‏ ج س 
النقطة ٠۵١ .۲٠-(‏ ) خقق معادلة القطع 


مه [ و )اد دوخ( ی ب 


۳ 
الب اتبؤى الطلوب - 2 ا 


صمم أحد المهندسين جسرا علويا مقطعه 

على شكل قطع مكافىء على أحد الطرق السريعة 

(انظرالشكل الجاور) » فإذا كانت بؤرته على بعد رز 
(۲) مترمن الرأس وكان أقصى ارتفاع للجسر( ۵ ) متر . احسب المسافة الأفقية ( أب ) 
أ نقطة واقعة على القطع المكافىء : 

أ ج د أ ه = ۷ م (من تعريف القطع المكافىء) 

۸ ج دا قائم الزاوية في د : 


(أج)'- ( أد)+(دج) 

(+) ( = )۷( 

اوا سه اذم . سه ابدام 

إا فطع مشختى القظع الكافيء الذي معادته صن مشا جت فن اقيم 
الذي معادلته ص ٠۳س .=<١-‏ عندما سد فأوجد بؤرة ذلك القطع . 

سی س هن ١‏ ا س صن دع التريص قي معادة الستقيم) 
النقطة )٤١١(‏ خقق معادلة القطع سيه ٤-م(١)آ+۵(١)سهم--٠‏ 
معادلة القطع : ص - سآ + ۵ س اجاه فتحة القطع أسفل 

ص _ -( سأ ۾ س ) وبإكمال المربع 


مثال | بوابة على شكل قوس من قطع مكافىء 
كما بالشكل انجاور» فإذا كان أعلى ارتفاع لها ٠١‏ قدما 
وكان عرضها ٠١‏ قدماء أوجد ارتفاع البوابة عن 
كل من النقطتين التي تبعد كل منهماعن 


منتصف القاعدة مقدار ١٠١‏ قدما. 


ED‏ محوري الإحداثيات كما 
هو مبين في الشكل الجاور . 
جاه فتحة القطع #أسفل . 
الرس ( ۲٠١٠۰‏ ) 
معادلة القطع : سا - ٤ج‏ ( ص ٠١‏ ) 
النقطة )١ ›»۲١(‏ خقق معادلة القطع 


ےه ( ۴١‏ )آ -٤ج‏ (.-۲۰) pm‏ ٤ج‏ = 4۵0 
.. معادلة القطع هي : سا۔ < ٤۵‏ ( ص د۲۰ ) 
ے٤1‏ 
۵ 
وعليه فإن ارتفاع البوابة عن كل من النقطتين التي تبعد كل منهماعن منصف القاعدة 


3 ا٤‎ 
N so 


عندما س = ۱١‏ سے (۱1)'۔ < ٤۵‏ ( ص ۲١‏ ) هھ ص 


يتحرك مذنب في مدار على شكل قطع مكافىء » 
الشمس بؤرته . و عندما يكون المذنب على بعد( م) وحدة 
فلكية عن الشمس تكون الزاوية اللحصورة بين 
محور القطع والخط المستقيم الواصل بين المذنب 
والشمس °٠0‏ . جد أقرب مسافة بين المذنب و الشمس . 

(انظرالشكل الجاور) 
المكافىء هو أقرب نقاط القطع إلى البؤرة . 
( ج هي أقرب مسافة بين المذنب و الشمس) 

بعد المذنب عن البؤرة = بعد المذنب عن الدليل 


فى المعادلة )١(‏ سه م + ج سهھ ج ۳ 


قرب مسافة بين المذنب و الشمس ۳ وحدة فلكية . 


ملاحظة : الوحدة الفلكية الواحدة > ٩۲,1‏ مليون ميل . 


ص 


أطلقت قذيفة من مستوى سطح أرض أفقية إلى اأعلى وعادت إلى نفس 
المستوى» وكان مسارها على منحنى قطع مكافىء.فإذا كان أعلى ارتفاع وصلته القذيفة 
۵١ (‏ ) مترا وأقصى مدى أفقي لها هو ( ٤١‏ ) مترا» معتبرا نقطة الانطلاق هي ( )٠»٠١‏ 


(0۵0° «1°) 


جد ما يأتي : 
١‏ ) معادلة القطع المكافىء . 

)١‏ ارتفاع القذيفة عن سطح الأرض عندما يكون هذا 
الارتفاع مساويا للمسافة بين نقطة انطلاق القذيفة 
نختار الحورين كما هو مبين في الشكل الجاور . 
جاه فتحة القطع أسفل » الرأس: )۵٠۰۰٠١(‏ 

معادلة ا لقطع : (س ‏ ۲۰ - ٤ج‏ ( ص ۵۰) 


)٠۰٠ (‏ خقق معادلة القطع سه ( . ١٠۲)'--ءج(‏ 
س I= +٤‏ 


4 معادلة القطع هي : (س  ۲١‏ )'۔ -۸ ( ص 0۰( 


۲ ) المطلوب ص عندماس = ص . 
عوض ص بدا من س في معادلة القطع 
سه صا ٤.‏ ص + ۰۰ع ۔ ۸ ص چ ٤٠۰‏ 


سه صا ۲۲ص -. سه ص( ص ۳۲ )= . 
سه ص = . » ص = ٣۲‏ 


إذا كانت النقطة ( ١٠١١‏ ) تمثل رأس القطع» ومعادلة الدليل: ص١۲‏ 
@ جد معادلة القطع المكافىء . 

اجاه فتحة القطع #أسفل . 

ج = ۲ ۱=( 
معادلة القطع هي : (س ‏ م" = ٤-‏ (ص-١)‏ س 

سھ سآ 1 س + ۹٩ے ٤‏ ص ٤+‏ 


هھ ص حل ( سا-1 س+ ۵ ) 


س 


۵ 
سا | ( سا-٦‏ س + ۵ ).دس ۔ 
٤‏ 


8 
۳ 
O ES (o0 + o_o) 1) 

۳ ۳ 


E 


ا 


إذا قطع منحنى القطع المكافىء الذي معادلته ص د أ سآ » أ > . مستطیلا 
مساحته (م) وحدة في رأسين متقابلين و اذ نطبة أحد أضلاع ١‏ لمستطيل على محور 
القطع . بين أن القطع يقسم مساحة المستطيل إلى جزأين إحداها تساوي . 
والأخرى 1 . 

۳ 

رف تزمم شکلڈماسیا گانش کل اغاوں: 

إحدى نقطتي التقاطع ستكون ( )٠ ٠٠١‏ 

والأخرى على الصورة ( ب » أ ب") » ب 


ل ل 


م ا أ سا . د س 


القطع الناقص 
القطع الناقص هو الحل الهندسي للنقطة ن (س» ص ) المتحركة في 
المستوى والتي يكون مجموع بعديها عن نقطتين ثابتتين ( تسميان البؤرتين ) يساوي 
مقدارا ثابتا [ طول الحور الأكبر) . 


الشكل العلوي بمثل قطعا ناقصا( حيث م المركز) وفيه. 
حيث أ بعد الرأس عن المركز. 
۲) تسمى ب » بم بؤرتا القطع ويكون ب بم ۲ج (البعدالبؤري ) . 
حيث ج بعد البؤرة عن المركز. : 

أ» ب » ج أعداد موجبة 
) تسمى در »د طرفا احور الأصغر » ويكون در دم د۴ب ر أكبرهااً 
حي ب بعد أحد طرفي احور الأصغرعن المركز 
٤‏ ) محورا القطع هما محورا تناظر متعامدان وينصف كل منهما الاأخر ويتقاطعان في 

نقطة تسمى مركز القطع الناقص . 


ا{ 0ی چن ی ےا (من تعريف الة الناقص ) . 
۱ ۲ 
i Ft‏ 


آ) جا | ب 


تعريف | الاختلاف المركزي للقطع الناقص ( ه ) هو النسبة بين نصف البعد البؤري 
إلى نصف طول احور الأكبر. 


* الصورة القياسية لمعادلة القطع الناقص إذا كان مركزه (د»ه) ومحوره الأكبر 
يوازي محور السينات هي: 


۱ 


(س- د)' (ص- ها" 
و = 


ب" 


معادلة احور الأكبر ص = ه 
معادلة احور ال صغر س = د 


٭ الصورة القياسية لعادلة القطع الناقص إذا كان مركزه (د»ه) ومحوره الأكبر 


يوازي محور الصادات هي: ( قطع ناقص عمودي ) ص 


( ص ھ)' (س۔د) ( د »هھ + أ ) رأس 


۲ 
چ = ١‏ 
ز با 
معادلة احور الأكبر س = د 
معادلة احور الأصغر صد ه 


س ت م 
: 


مالاحظة 
المقام الأكبر في معادلة القطع 
الناقص ممثل دائما أ ". 

-إذا كانت أ أهي مقام المقدار السيني 
فإن القطع الناقص أفقي . 

- إذا كانت أ اهي مقام المقدار الضادي 
فان القطع الناقص عمودي . 


نس 


رس ( د »هھ د ا) 


ملاحظة : لإيجاد عناصر القطع الناقص نكتب معادلة القطع بالصورة القياسية 
ونحدد نوعه ثم جد إحداثيات المركز وقيمة أ» ب » ج ثم جد بقية العناصر. 


جد إحداثيات المركز والرؤوس والبؤرتين » ومعادلة وطول كل من الحورين الأكبر 
والأصغر والبعد البؤري والاختلاف المركزي لكل من القطوع الناقصة الاتية : 


1 
(١‏ س کل ۔ ٠‏ 


و اسا ا( م 
۸۱١ ٤ 1۵‏ ۵؟ 


۲ 
±( (٣ص+ا)‏ ےسا _ ر . 
٤ ۹‏ 


۳) ٤سآ‏ ۹ص۱ 


۵) ۹ سآ+ ء ص + ۱۸ س ۔ ۸ص + (۱٦ )1 ۴٣‏ س ۲ )+ ۲۵( ص۔۳ )آ۔ ٤٠۰‏ 


۲ 
كل . ١‏ (المعادلة في الصورة القياسية ) وماأن ٠٤١٤١‏ ) ۲۵ فالقطع عمودي 
٠ ٤‏ 


( « ز'- T= qm E٤‏ 6 ب۲۵ سه ب =۵ 


»¢ 
بآ = ۱٤٤‏ ۵= ۱۱۹ سه ج ]۱۹ 
الرأسان: (. » + )١١‏ » البؤرتان: (۰ › ± )١١۹1‏ 
طرفا احور الأصغر: ( + ۵»› .) 

معادلة احور ا#أكبر: س-. وطوله ۲٤ -)١١(۲ ١۲‏ 

معادلة احور الأصفر: ص ٠=‏ وطوله "ب د(۵ ٠١)‏ 


البعد البؤري = ۲ ج ٠٠۹1۲١‏ » الاختلاف المركزي هھ ج .ا۹١١٠‏ 


أ ۱۴ 


(٤ء-س)آ‏ (ص+ا)اہ (س ")٤‏ (ص+١)‏ ا 
١ +‏ سه + =۱ 
۸۱ 1۵ ۸۱ ۲۵ 
القطع أفقي . 


المركز )١٠١٤(‏ » زآ- ۸۱١‏ به ذ۹ 4é‏ ب۲۵ سه ب د۵ 


El r= جآ= ۸۱ -۵= ۵1 سه جد لا۵‎ 
()-.۵07(»)١٣١۳( -) ١7» ٩۹ ± £٤ ( : الرأ سان‎ 
(<oelr-4) « (7cglr +£) =-( البؤرتان: ( ±4 1ء77‎ 


طرفا احور الأصغر: ( ٤£4( )٤ء٤(= )۵ +١٠٤‏ ا1( 


معادلة الور الأكبر: ص =7( وطوله ا =۲( ٠۸)٩۹‏ 
معادلة احور الأصغر: س ٤=‏ وطوله ١بد( ٠١)۵0‏ 


سے 


البعد البؤری = ۲ ج E‏ « الاختلاف المركزي هد 
. 1 


۴۳ ) ۽ س + ۹ صآ ۱ 
نكتب المعادلة على الصورة القياسية : 


معادلة احور اأكبر: ص = ٠‏ 
معادلة احور اأصغر: س = . 
طرفا احور الأصغر: ( . 
الاختااف الركري اف > 


- 
ی (٣ص+ا)‏ ے سارہ 
٤ ۹‏ 


(۴( ص + ۲ار سا , ۹ص ٣+‏ 
a ۹‏ 


ء۶ 


مركز ( »)١٠١١‏ = سه أ = 
£ -( =۳ سه ج ل٣‏ 


الرأسان: (. + ۲ »۲7 )= ( 7)۲ 7.۲7)(»)۲'( 


(7< Yl-)«< (7< F]l-= (7<7 ۳1+. ( البؤرتان:‎ 


(۳٣١١ ( »)۱٠۰۰١ (= )١ ±° ( طرفا احور الأصغر:‎ 


معادلة احور الأكبر: ص ۲۴ وطوله !أ د(۲ £٤)‏ 
معادلة احور الأصغر: للل اء وطوله ۲ب =۲( ١‏ )= 


ا 


البعد البؤري = ۲ ج د ۲[ ۳ » الاختلاف المركزي ه - = - 
: أ ۳ 


۵) ۹سآ + ء ص + ۱۸ س د ۸ص + ۲۳ 

۹ سآ + ۱۸ س + ۽ ص ۸ص د ۲۳ 

۹( سآ + ۴ س) ٤+‏ (ص آ۲ ص) ۲۳ 

٤+ ۹+ ۲۳ )١ + (س + م س + () + ۽ ( صآ_ ۲ص‎ ٩ 


۲١ بقسمة الطرفین على‎ ۲١ = ص-۱)‎ ( ٤ + )١+ س‎ ( ٩ 
(س +( ( صا0ا ر‎ 


. القطع عمودي‎ Ta 
الكو ( مااي آ۹‎ 


هآ د E‏ 
٤ ٩‏ =۵ سه ا ن 


(٣7١7 )(›) £١07 ( = )۳ ± ۱١7 ( الرأسان:‎ 
(a0) a4107 البؤرتان: ( 0ة )د(‎ 
(١) ءe۴-(‎ › )١١١( =) ٠)۲ +٠ - ( طرفا احور الأصغر:‎ 


معادلة احور ا#أكبر: س ٠٣‏ وطوله ٣١د‏ ۳(۲ )= 1 
معادلة احور الأصغر: ص٠١‏ وطوله ١ب‏ د(١‏ )£ 


البعد البؤري = ۲ ج ۲| ۵ »> الاختلاف المركزي ه - ج o1‏ 
ي 


۳ 
)٦‏ ۱1( س ۲ )+ ۲۵( ص۔۳ )'۔ 4۰۰ 
بقسمة طرفي المعادلة على ٠٠‏ 
(س- ۲ ( ص٣‏ 
۲۵ ۱1 
المرکز ( »)۳»٠۲‏ أ أ ۴۵ a‏ 


gm 


۱ القطع أفقي 


۲ بآ 1( سه ب دع 
جآ= ۱1-۲۵د ٩‏ سهھهھ جد٣۲‏ 


الرأسان: )±۲ ھ<"(= (F<V)«< ("<F7)‏ 
البؤرتان : ( ±۲ ۳ »)= (۱7») :)۵0ء۴( 

طرفا احور الأصغر: ( )(١٠١١(» )۷ء١(=د )٤ +٠» ١‏ 
معادلة احور الأكبر: ص = ٣‏ وطوله ٣أ( ٠١)۵0‏ 


معادلة احور الأصغر: س = ؟ وطوله ۲ب = ۲( £٤‏ )=۸ 


البعدالبؤري = ١ج ١=‏ » الاختلاف الركزي هد ء = 1 


ملاحظة : لايجاد معادلة القطع الناقص فى الصورة القياسية يجب معرفة : 
(_ نوع القطع ( أفقي أم عمودي) . 
_ إحداثيات المركز. 
۳_ قيمة أ»ءب. 


جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه النقطتان : ( ٤‏ ۲-۰ )» (١۱١»-؟)‏ 


ورأساه النقطتان : (۱۳» ۲ ) »( ۴ )١-»‏ »ثم ارسم المنحنى البياني له . 


ص 
CD‏ من المعطيات( القطع أفقي ) 


امركز: ( خلا ق ]- )٠٠١۸(‏ 


۶ 


la e FP PETS 
£ سه ج‎ |٤ -۱٣ ج د‎ 


se, 


جآ اا ا هاا 76یا سھ بآ ۹ 


١ ۲‏ 
.". معادلة القطع هي : (س - ۸) ر (ص+۲) . 
۲۵ ۹ 


جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه النقطتان : ( )٠١١-( » )١ ٠١۵‏ 
وطول محوره الأكنر (۸) وحدات »› ثم ارسم النخنى البياني له . 


۱١ 


@ من المعطيات ( القطع أفقي ) 
الك أ م ا 
۲ ۲ 


(V+) 


(eé T0) 
٣ج سهھهھ‎ ١(١ ج ل0‎ FP 


ن 
۱-۲ هچ |2 


کے ایا سه 2٩‏ 1 بآ E e‏ 


(V}-—-۱1*۲) 
۲ ۲ 
a E Ty 
۷ 1 
)۲١۵ (۰ )۲ ۰۱ ( : جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه النقطتان‎ 
. أمثال البعد البؤري له» ثم ارسم المنحنى البياني له‎ ١ وطول محوره الأكبر يساوي‎ 
) من المعطيات ( القطع أفقي‎ © 


المركز: (اخد. )۲ 


۱ = 


ج ل0 ٤L١‏ سه جا 


1 


ابات هھ ٤‏ د ٤٤ا‏ با سهب 


۲ ۲ 
a a TT 
٤ ٠ 


جد معادلة القطع الناقص الذي رأساه : ( ۳ )۸٠١ ( » ٠٠٠»‏ واختلافه المركزي 
ثم ارسم المنحنى البياني له . 
© من المعطيات ( القطع عمودي ) . 
الركز: ( 1خ ,لخ )١٠١١(-)‏ 


سه ا۹ 
sop -‏ «7 0( 


سه ج دا 


ےآ یا ےا ا 


.. معادلة القطع هي : 


جد معادلة القطع الناقص الذي مرکزه ( ١٠١۲‏ ) وإحدى بؤرتيه ( )۲١۲‏ 
وطول محوره الأكبر ٠١‏ وحدات . 
(الحل) من المعطيات ( القطع عمودي) . 


ج- = ۱۱-۲۴ 


0-1 4ھس١٠١-‎ أ٢‎ 


۲ ۲ E 


ج با چ ۱= ۵ ب سه ي ا 


۲ ۲ 
LSa Ls 
1۵ ٤ ٤ 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه ( )۲١١‏ وإحدى بؤرتيه النقطة 
( ۲۳7 ( واختلافه المركزي يساوي ۸, ي ثم عين باقي عناصره وارسم منحناه . 


(لخل) من المعطيات (القطع أفقي) . 


¢ هھ = هھ 2 


ج 
1 


۲ ۴ 
ا ي 
۵ ۹ 


)۲ء٤7(»‎ )۲١1( - )۲» ۵ ±۱ ( الرأسان:‎ 
(!<7)«< (1<0) = (1 < £ ± ١( البؤرتان:‎ 


معادلة احور الأكبر: ص = ؟ وطوله أ( ٠١)۵0‏ 
البعد البؤري = ۲ ج =۸ » الاختلاف المركزي ه- =2 .ئ 


ا ۵ 
ص 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وأحد رأسيه النقطة 
)٠١»٠١ (‏ وإحدى نهايتي محوره الأصغر النقطة ٠»۸7(‏ ). 


. ) من ا لعطيات ( القطع عمودي‎ AD 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه ( ۵ ۱7( وأحد رأسيه النقطة 


)٤١۵ (‏ وإحدى بؤرتيه النقطة ( )٠١۵‏ . 


من ا لعطيات ( القطع عمودي ) . 


“« ج+- 7-۱ ك 


-—- ا سه ی 1 


۲ ۲ 
.*. معادلة القطع هي : ا ا 
۲١‏ ۵ 


| مثال] جد معادلة القطع الناقص الذي نهايتا محوره الأكبر النقطتان : (۱۴۲)“› 
)١ ٠١ ۲(‏ ونهايتا محوره الأصغر النقطتان : )٤٠١ ( » )٤٠٤(‏ . 
® من المعطيات ( القطع عمودي ) . 
امركز: ( 1خ خلا)-(١٤)‏ 
1-7-۲ س4 \-Î‏ 


آبا= £ د ٠‏ =4 سه ب !۲ 


۲ ۲ 
o a E 
14 ٤ 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل» ومحوره الأكبر على محور 
الصادات» وطول محوره الآأصفر يساوي ٤‏ وحدات» وبعده البؤري يساوي , [ ۵ وحدة» 
ثم ارسم منحناه. 


(الحل) من المعطيات (القطع عمودي) . 
ا 8 سه ج دا ف 


آب= ٤‏ سه ب 


جد معادلة القطع الناقص الذي رأساه هما النقطتان : )٤-١ ۳( »)٤٤۳(‏ 
ومر في نقطة الأصل . 


@ من المعطيات ( القطع عمودي ) . 


اللركز: |221 ,ك | )٠٠١(‏ 


أ ها 
۲ ۲ 
معادلة القطع : صا ( ۳ ےر 
۱1 با 


)٠٠٠ (‏ قق معادلة القطع يه 


۳٢ 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وير بالنقطتين ( ۱7۱( 
« إا ومحوره الأصغر ينطبق على محور السينات . 
۲ 


(لخل) من العطيات ( القطع عمودي) . 
.. معادلة القطع : E‏ 
ب 
(١٠١١ (‏ خقق معادلة القطع سه 
1 
ب٣‏ 
a N Ty‏ 
۱ 


۱ ۲ 
چ 
۲با 


نحل النظام المكون من المعادلتين )١(‏ و(١)‏ بطريقة الحذف . 


1 ۱ 
٠+ اسل‎ 


.. معادلة القطع هى : "ا ب 
Em‏ 


۳ 


قطع ناقص بؤرتاه بر ( )٠٠٤‏ » ب, (-4. ٠‏ ) والنقطة و (س »ص ) تقع 
على منحنى القطع بحيث أن محيط المثلث و ب ب, يساوي ٠١‏ سم » جد معادلته . 


ص 
9 


@ من المعطيات ( القطع أفقي ) . 


جد معادلة القطع الناقص الذي يمر بالنقطة 9( )٤١۳١‏ وبؤرتاه النقطتان : 
es Fp eee‏ تذکر 
من تعريف القطع الناقص 


7افت ا مر 9ب + وب = ۲| ن 


9 ٠+٠ ( المركز:‎ 
۲ ٣ 


آ ج ٤=‏ .=£ سه جد 


من تعريف القطع الناقص وب + وب ٠١‏ أ 


fe ENE KELE eS 
= ۵ + ۳ 


ااا جه تادا 

سا ا م 

۱۲ ۱1 
| مثال] جد معادلة القطع الناقص إذا كانت النقط (۲7» elel) s ) ٠‏ 

من نهایات محوریه . ص 
و ( ٣اخ‏ , گك) )٥١(‏ 
۲ 

القطع أفقي . 
أ = £٤‏ ١د۳٣‏ 


ب = ۷ -۵0= ؟ 


.. معادلة القطع هي : (س- )أ ر (ص ها 


٤ 


١ = 


س 


جد معادلة القطع الناقص الذي نهايات محوريه النقط : ( »)٤٤١٤( » )٠١١‏ 
ص 


)<¥( )£( . 
المركز: کک (ef j=‏ 
القطع عمودي . 


أ = ۷ =٤‏ ۳ 
ب =£ = 


۲ ۲ 
.. معادلة القطع هي : (س-؟) + (ص-٤)‏ = 
٤ ٠‏ ۹ 


جد معادلة القطع الناقص بحيث أضلاع المستطيل أب جد ماسات له حيث 


أ ( £1( »> ب ( £17 )› ج (7 7)1 £1) › د ( 47.1( : 


Ã۸ 6‏ 
شل القطع أفقي. (1ء£( ب )٤17(‏ 
ا 
۲ ۲ 
7 
آب = £ ٤4‏ = 
۲ د 1 ج (17 41 
.. معادلة القطع هي : ا ب e‏ 


۳٦ 


| مثال | جد معادلة الة ع الناقص الذي يمس كلا من المستقیمات : س ۲ » س »٠)١١‏ 
ص = ١(١‏ م ص = ۷ 

( القطع أفقي . 

المركز: ا 
۲ 


١آ‏ ے2 
آب = ۷ ۱= N‏ 4 با =£ 
س ۱۳ 


۲ ۲ 
(س-۸) , ( صا٣ا‏ ےر 
۲۵ ۱1 
جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل والذي ينطبق محوراه على 
على محوري الإحداثيات » ويهس ضلعي القائمة في المثلث الذي رؤوسه ( ٠» ٤‏ ۸) 


ص 


.*. معادلة القطع هي : 


(Ar) (A eEE™) 


القطع عمودي . 
نقطتا التماس : ( ۸7٠٠‏ )»> (4£ء٠).‏ 


مساحة منطقة القطع الناقص = ۲ أ ب 


قطع ناقص مساحته ۲٠١‏ وحدة مربعة ورأساه هما النقطتان (- ۵ ٠‏ )» 
( ۰۰۵ ) جد معادلته . 
@ القطع أفقي . 
الركز: |( 2+ 4 لنل|)-(. 
۲ ۲ 
أ = E ١-۵0-۵0‏ 


لکن ۲۲۰ = ] (۵) بب سه بد4 


۲ 1 
.. معادلة القطع هي : + =( 
۵ 


مثال آ جد نصف قطر الدائرة التي مساحتها تساوي مساحة القطع الناقص : 


ء۶ 


مساحة القطع الناقص = أ ب 7 =( 7١١ = 7)4 ( )١‏ وحدة مساحة. 
مساحة الدائرة = رآ 7 = 7١1‏ سه رآ د ١١‏ سه د = 1 وحدات طول . 


جد مساحة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل و بعده البؤري يساوي 
١١‏ وحدة ومر منحناه بالنقطتين ( .)٠١»17( » )٠٠1‏ 


ج = اسه ج =ا 


بماأن ج <1 ومنحنى القطع يمرب ٠ »17( » )٠۰1(‏ ) فالقطع عمودي 
9 ب = ۲ 
لکن جآ أ - ب 


مساحة القطع الناقص = أ ب 7 = إ۷ (7)1 = [١1‏ ۴ 7 وحدةمساحة. 


۲ 


ء۶ 


هھ ۳١‏ زآ- ۴١‏ سه أ آ- ۷٣‏ سه زا 


جد مساحة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وبؤرتاه من نقط محور 
الصادات والذي يقطع القطع المكافىء سآ + ۸ ص = ٠‏ في نقطتين إحداثيهما 
الصادي يساوي ۲٣‏ » وإن النسبة بين طولي محوري القطع الناقص = ۲:١‏ . 


۲ 
@ القطع عمودي ومعادلته ۽ + 


۲ 


أ ا ٤‏ س" 
ج و فتصبح معادلة القطع : کک 
1 1 


للقطع المكافىء: عندما ص د٣۲‏ سيه سآ + ۲٣٣(۸‏ )= . نے ١١‏ 


۲ 


هپ س = +£ 
نقطتا التقاطع : ( 4 )۲٠١١٠( ») ٠٠١‏ وخققان معادلة القطع الناقص . 
ء۳ 
: : کو دا سه أ ۔ 1۸ سه أ 11 
أ 1 أ A‏ 


پچ با = س 
۴ 


مساحة القطع الناقص = أب ]7 = < ٣١١ = r.‏ ]7 وحدة مساحة . 
۲ 


قطع مخروطي مركزه نقطة الأصل وأحد رأسيه ( )٤١١‏ واختلافه المركزي 
جد معا ما اطع تم اورجه مما کردا مك رها وش 


. 
القطع من الداخل . 
(الخل) من معطيات السؤال ( القطع ناقص عمودي ) . ٣‏ 


وا 8 هھ جد ال٣‏ 


E E TT 


سھ با ے٤‏ هد 


۲ 


.". معادلة القطع هي : + =( 
٤ :‏ ۱1 
مساحة أكبر دائرة بمكن رسمها وتهس القطع من الداخل 
د با 7 = ٤‏ وحدة مساحة . (انظرالشكل الجاور) 


س" ص" 


إذا علمت أن مساحة القطع الناقص الذي معادلته : 0 N‏ 


تساوي ۲۰0 7 وحدة مربعة فجد قيمة ل . 


مساحة القطع الناقص . ل (ل+١)١- ١١‏ 7ي ل (ل+ا) ۲٠١‏ 
لوف حه )ل 2)8 
سه ل=£ »ل X۵4‏ 


جد البعد البؤري للقطع الناقص الذي مساحته م وطول محوره الأكبر= ! أ. 


_١‏ المسافة بين رأس القطع الناقص والبؤرة القريبة منه هي أقصر مسافة بين القطع 
وهذه البؤرة وتساوي أ ج 
_ المسافة بين رأس القطع الناقص والبؤرة البعيدة عنه هي أكبر مسافة بين القطع 
وهذه البؤّرة وتساوي أ + ج 


انظر الشكل الجاور . 


و أ+ج وه 


جد معادلة قطع ناقص أحد رأسيه يقع في النقطة ( ٠١١‏ ) » وإحداثيات 
البؤرة القريبة من هذا الرأس ( ٠١١‏ ) واختلافه امرکزي يساوي : 
(للحل) من المعطيات (القطع أفقي ) 


أ - ج ۲-١-۳١‏ (۱)( 


أ فى المعادلة )١(‏ 


فى المعادلة (۲) سه جد (1) £ 
۲ ء1 ٣‏ ۲ 
لکن جا'= | ب سه ١۱د ۲١‏ ب 


)١١۳٣( = )۱١٤ -١( = مرکزالقطع‎ 


(س +۳ , ( ص( ' 
CP‏ 1 


َ معادلة القطع هي : =( 


جد معادلة القطع الناقص الذي طول محوره الأصغر يساوي (1 ) وحدات 
وإحداثيات أحد رأسيه ( (۲١۶‏ وإحداثيات البؤرة البعيدة عن هذا الرس (۵۳7» ۲ ). 


( اح من المعطيات ( القطع أفقي ) 


۲ ا 


۸ ۸۱ سه‎ ۹ E 


1% ۶ 
= أ ب س4 (۹-ا) د أ 


ص 


مركز القطع = )۲١ ۵ -٤(‏ 2 )۱7ء۲( 


۴ ۲ 
.". معادلة القطع هي : Ca | Y« e al‏ 
۹٩ ۵‏ 
ر ا ا 


جد معادلة القطع الناقص الذي رأساه ( ٠ »۸7( »)٠۰۲‏ ) وطول محوره 


الأصغر يساوي أربعة أمثال المسافة بين أحد رأسيه والبؤرة القريبة من ذلك الرأس . 


ا ا 


۴ 
١آ‏ ۰ ھا 


امركز: | ۵1 ا 


۴ب٤‏ (أ-ج) 
اکن ا ا وا وه ادوا اا 
هھ جآ =۵ ۱۰۰+ ٤.‏ ج ٤جآ‏ 
سه 0۵ ج آ٠٤‏ ج + V۵‏ 


وھ جآ ۸ ج + د( 


سه ( ج -ه) (ج ۲)=. 
سه ج ۵ »× يجب أنتكون ج < أ › 
ب = ۵(۲ -۳)=£ 
.. معادلة القطع هي : (س +۳ ۽ صا | 
۵ 1 
جد معادلة القطع الناقص الذي أحد رأسيه النقطة ( ۲١٠١‏ ) » وإحداثيات 


البؤرة القريبة من هذا الرأس ( ٠١ ١‏ ) والبعد بين طرفي محوريه الأكبر والأصغر= £١1‏ 


۱1 = ۲۵ £١ = بآ‎ 


مرکزالقطع = (1- )١١١( = )۲١۵‏ 
۲ 1 
(س )١‏ ۴ ( ص )١‏ 8 
۱١1 1۵‏ 
يدور القمر حول الأرض في مدار على شكل القمر 


.. معادلة القطع هي : 


فإذا كانت أطول مسافة بين الأرض والقمر تساوي 
م كم وأقصر مسافة بين الأرض والقمر تساوي ن كم 
اثبت أن الاختلاف المركزي لهذا القطع الناقص 
م ن 
م + ن 
م ن 


مغ = 


شک 
أ 
۴» ن نقطتان ماديتان » النقطة م تدور في مدار على شكل قطع ناقص بحيث 


تكون النقطة ن في إحدى بؤرتي هذا القطع » فإذا كان طول احور الأكبر = ٠١‏ وحدات »> 
والاختلاف المركزي ٠,٠١‏ » أوجد: م 


. أقصر مسافة بين النقطتين م »ن‎ )١ 
. أطول مسافة بين النقطتين م » ن‎ ) ۲ 


® ٣أ ٠١‏ سمه أ 
حے 


ھ2 وه = 


ء۶ 


1 
)١‏ أقصر مسافة بين النقطتين م » ن 
=١, +0۵ =‏ 1,0 وحدة. 


١‏ ) أطول مسافة بين النقطتين م »ن = أ + ج 
مثال | إذا كان مدار كوكب بلوتو حول الشمس على شكل قطع ناقص اختلافه 


المركزي ۲۵ , ٠‏ وطول محوره الأصغر. ('' كم . أوجد معادلة القطع الناقص اخذا 
محور السينات منطبقا على محوره الأكبر ونقطة الأصل مركزا لهذا القطع . 


۵ 


هه ج = ۱,۵0 


ا 
۵ 


أ - ج د ۵ - =١,‏ ۳۵ وحدة. 


إذا كان طول احور الأكبر لقطع ناقص يساوي ضعف طول محوره الأصغرء فما 
قيمة الاختلاف المركزي لهذا القطع الناقص . 


إذا كان البعد بين بؤرتي قطع ناقص يساوي نصف البعد بين طرفي محوريه 
ہے والأصغر . فما قيمة الاختلاف المركزي لهذا القطع ؟ 


1 ۲ و 
م - ۰ CS‏ 
وي 


E س‎ 


في القطع الناقص الجاور إذا كانت النسبة 
٣ل‏ :ع ل تساوي ۳:١‏ » فماقيمة 
الاختلاف امركزي لهذا القطع ؟ 


اتب مغادنة الط التاقص الكي اختلافه اللركزي يساوي آ, ٠‏ ومر بالنقطة 
وبؤرتاه تقعان علی المستقيم 
ص 


س اکت 
( ۰۸۳ ۳ ) ومركزه يقع على المستقيم س = 


ص = ٣‏ 0 
(ل) من المعطيات ( القطع أفقي ) 


ارك ۲ 
(-۸» ۴ ) تكون إحدى نهايتي انحور الأكبر 


۰- با سه ب 


(ص-۳)' ۰ 


۽ (سا) ېړ 
1٤‏ 


je 


جد معادلة القطع الناقص الذي معادلتي محوريه: س ٠۳‏ » صدا 
والنقطة ) ۳ (F7:‏ إحدى بؤرتيه وطول محوره الأكبر يساوي ١‏ وحدات 
AD‏ من اللمعطيات ( القطع عمودي ) 
المركز: ( )۲١۳‏ 
١‏ 
= ۵ — بآ 
_- سا ۹ 
ا ي (r7‏ 
, (ص-ا) 
TS‏ 
۳ 


E TIE 
۹٩ 
ومحوره الأكبر يوازي محور‎ )١١۲ ( ومحوره الأكبر يوازي محور | مثال | جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه‎ )٠١١ ( مثال ] جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه‎ | 
. ٩ لمستقیم ص = ؟ س‎ ١ وحدات » وإحدى بؤرتيه تقع على‎ (١ السينات وطوله‎ 
ص‎ 
. القطع أفقي‎ @ 
ص = ۴ س ۾‎ 


۴ سه اد 
۲ 1 
. (س-!١)‏ (س-!) ر (ص۔٣)‏ =۱ 


معادلة القطع : 

1۵ ی 
الإحداثي الصادي للبؤرة = ۳ 
.. إحدى البؤرتين ( س » ١‏ ) وخقق معادلة المستقيم 


وھ ٣؟٣س‏ ۔- ۹ 0 وپ س ١‏ 


البؤرة الواقعة على المستقيم هي : ( )٠١٠‏ 
ا 


س تاد ۹٩‏ 


۲ ۲ 
.. معادلة القطع هي : ا 
٠‏ ۲۵ ۹ 


إذا كانت المعادلة سآ + ر صا - ۷ تمثل معادلة قطع ناقص محوره الأكبر 


مواز لحور السينات . أثبت أن : ك لل 
ب + جآ 
( القطع أفقي 


ك سا + صا ۱۷ سه ت 


ocd E as ee CT 
تمثل معادلة قطع ناقص محوره الأكبر‎ ١ ١ إذا كانت المعادلة شل ب ك‎ 
WV 


مواز لحور الصادات »فجد قيم ك . 


. ) با : سه ۷ )۲ك‎ € eM 
۳) -ك‎ ٤ 
FID 


| مثال]] إذا كانت ( )٠»۴‏ إحدى بؤرتي القطع الناقص 1٠س‏ + أ صا 
فأوجد قيمة الثابت أ . 
ء 2 2 ع 8 
@ 1سآ + صا ٠١‏ أ بقسمة طرفي المعادلة على ١١‏ آ 
۳ 


س 


ر 


مركز )٠»٠(‏ » وماآن إحدى البؤرتين )٠۰١(‏ فالقطع أفقي 


CC —- 


ك »ل هما بؤرتا القطع الخروطي الممثل في الشكل الجاور الذي معادلته : 
١‏ » مامحيط المثلث ن م ك ؟ ص 


۰١١ js» 
محيط ۸⁄ نمك - نك + نل + مل + مك‎ 
۲ : 


يه صا = 17١س‏ اجاه فتحة القطع لليسار 


)٠»£-( سه جع »> البؤرة‎ ٠١ج‎ ٤ 


.. (القطع أفقي) 


۲۵ 


ء۶ 


ےھ ۱1 آ-۹ وأ 
أ 


سه = 0 
| مثال ] القطع الناقص م سآ + ٤‏ صا د ل بؤرتاه على محور الصادات والنسبة بين طولي 
محورية +١١١‏ ور متاه بائنقطة ( ۴۳ ۲ |٠١‏ جه قيمة القابتين مء ل . 


@ 


من معادلة القطع الناقص نستنج أن المركز ( )٠٠٠‏ وماأن بؤرتيه على محور 
الصادات فالقطع عمودي . 


۸ 


۲= ۱1 › ل =۳ 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وینطبق محوراه على 
محوري الإحداثيات والذي يقطع من محور السينات قطعة طولها ١١‏ وحدة 
ومن محور الصادات قطعة طولها ١‏ وحدة . 
CD‏ القطع عمودي . 


۴ = ° اب د (٣‏ سه ب =1 


.“. معادلة القطع ھی : ۱ 
٠ ۳٦1‏ 


جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه ( (١ 17 ( » ) ٠۰1‏ والنسبة بين 


طولي محوريه تساوي ٤‏ :۵ . 


@ القطع أفقي » المركز )٠»٠(‏ 


.. معادلة القطع هي : 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل و محوره الأكبر على محور 
بؤرتیه ۸ سم . 


ب =۸ 0= ۲۳ 
.. معادلة القطع هى : ٠‏ ل 
۲۵ 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وإحدى بؤرتيه هي بؤرة 
القطع المكافىء سآ + ٠١‏ ص د ٠‏ ويهر من نقطتي تقاطع الدائرة سأ + صا = 1٤‏ 
مع محور السينات . 
( ا)١‏ القطع المكافىء 
سآ + ۲٤‏ ص د . سه سآ ۲٤‏ ص رأسه نقطة الأصل واجاه فتحته #أسفل 
٤ج ٠٤١‏ سه ج =1 بؤرة القطع المكافىء ( )١ ٠».‏ 
بؤرتا القطع الناقص: ( )1»٠. ( , )1 ٠٠.‏ سه ج <1 (القطع عمودي) 
الدائرة 
جد نقطتي تقاطعها مع محور السينات ( عوض ص = ۰ ) 


شنا چ ےکا هھ س = ۸± 
نقطتا التقاطع : ( ۸> ٠ >۸7 ( › )٠‏ 


.. معادلة القطع الناقص هي : ك + 
E‏ 
il‏ القطعة المستقيمة العمودية على احور الأكبر لقطع ناقص وتمر بإحدى 
بؤرتيه وتنتهي بنقطتين على منحنى القطع تسمى وترا بؤريا . اثبت أن طول الوتر 
۲ ۲ 


۲ 
البؤري للقطع الناقص الأفقي + د ١‏ يساوي ٣ت‏ 


1 ب 
® . 


لیکن سآ جا اأ - ب 


. 
هھ کن کا س 


1 
طول جزء الوتر البؤري فوق السينات = ك » لكن محور السينات ينصف الوتر البؤري 
أ 


۲ 


ب 


.. طول كل وتر بؤري و 
1 


استخدم القاعدة في الفرع ( )١‏ لإيجاد طول الوتر البؤري للقطع الناقص الذي 
معادلته: ۹سآ + ۱١‏ صا = ٠٤٤‏ 


ED‏ ۹سآ + ١‏ صا ٤٤‏ - ړپ س 


جسرمقوس له شكل نصف قطع ناقص محوره الأكبر أفقي» فإذا كان طول 
قاعدة القوس ١۳م‏ وارتفاع أعلى نقطة في القوس فوق الحور الأفقي ٠١‏ م» فجد 
أرتقاع انقوس على بعد ا١‏ م من مركزاتقاعدة: ۴ 


@ انظر الشكل الجاور 


إذا كان ق, » ق, بمثلان قطعين ناقصين لهما نفس الحور الأكبر باختلاف مركزي 
هه ›» هم على الترتيب . فقارن بين شكل القطعين عندما يكون هرهم وارسم 


@ 
هھ = ۱ 


ج ر جم 


0 ۲ ۲ 
ن چ 


+ ب ے ( أ عدد ثابت للقطعين ) 


.. القطع ق, يقع داخل القطع ق 


۲ 
إذا كان ل ٠.)‏ فإن المعادلة ى + ك ١‏ مثل قطعاناقصا. 
ل ل +£ 


بين أن جميع القطوع الناقصة التي تمثلها هذه المعادلة لها نفس البؤرة بغض النظر 


عن قيمة ل . 


القطع الزائد هو اجهل الهندسي للنقطة ن (سء ص ) المتحركة في المستوى 
التي يكون الفرق المطلق بين بعديها عن نقطتين ثابتتين : ب » ب, ( تسميان البؤرتين ) 


يساوي مقدارا ثابتا قيمته ١١‏ ( البعد بين الرأسين ) . أي أن: | ن ب, -نب,| |١‏ . 


الشكل أعلاه مثل قطعا زائدا وفيه : 
۱) در» دم رأسا القطع الزائد . 
آ) بر» بم بؤرتا القطع الزائد» ويسمى البعد بينهما (البعد البؤري ) ج 
۴) تسمى القطعة المستقيمة ١١١‏ الحورالقاطع ( احور البؤري) وطولها ١١‏ . 
)٤‏ تسمى القطعة المستقيمة در دم الجورالمرافق وطولها ١۲ب‏ . 
۵) تسمى النقطة م مركز القطع وهي منتصف المسافة بين الرأسين أو البؤرتين أو 
نقطة تقاطع الحورين . 
1) محورا القطع الزائد هما محورا تماثل له . 
ا )١‏ أ : بعد أحدالرأسين عن المركز. 


ب : بعد أحد طرفي احور المرافق عن المركز . 
ج : بعد إحدى البؤرتين عن المركز . 


۲) ج أكبرالأبعاد الثلاث . 


الاختلاف المركزى للقطع الزائد ١‏ هد ) هو النسبة بين نصق البعد البؤري 
إلى تصف طول الحو القاظع. 


هھ == ١)‏ لن ج >| 
1 


* الصو الخباسية دة انقطع الزاتد إذا كان مركة (د رها وخحوة القاظة 
يوازي محور السينات هي: 
(س- د)' ( ص -هھ)' 


5 


1 ب" 


معادلة احور القاطع ص = ه 
معادلة احور المرافق سد د 


© ( د ھ+ ب) 


* الصورة القياسية لعادلة القطع الزائد إذا كان مركزه (د»ه) ومحوره القاطع 
يوازي محور الصادات هي: 


ص 
(ص ها" (س )ا 
3s‏ 


أ ب 


) د هھ أ ( رس 
معادلة احور القاطع س = د 


ملاحظة : 1 هي مقام المقدارالموجب في معادلة القطع الزائد. 


إيجاد عناصر القطع الزائد إذا علمت معادلته 


جد إحوافطات الركروادراسين والبورقين ر ومكاالة وظول كل من ورين القاظة 
والمرافق والبعد البؤري والاختلاف المركزي لكل من القطوع الزائدة الاتية : 
تنآ ضا٠‏ ۲) سآ ٤ء‏ صاے ٤‏ 
٣ 5 ۴ :‏ ۲ 
۴ (س +۳ _ (ص ٣ار‏ ی) (ص-۲) (س-ا) ےر 
۳٦ ۱1 ۸۱‏ 


٣(۱ + صا + ۱۸ س ۸ ص‎ ٤ ۹سآ_‎ )٦ ٦٤ صا ے۔‎ ۱٦ _ سآ‎ ٤ 


سآ_ صأ ١‏ (المعادلة في الصورة القياسية ) 


الكو( + 


اا م 4 ج= ]م 


طول احور القاطع ١‏ أ ٠١‏ » ومعادلته صد . 
طول الحورالمرافق ۲ب د۲ » ومعادلته س د . 
البعدالبؤري ۴ج[ 
البؤرتان: (1؟ >.) »› ( ۲1 ..) 
الرأسان: ( ٠ >ء١7( >» )٠٠١١‏ 


جح 


الاختلاف المركزي هھ - ” 


طول احور القاطع ١‏ أ ٠١‏ » ومعادلته س = . 
طول الحورالمرافق ۲ب ٤‏ » ومعادلته صد . 


البعدالبؤري ؟جداإم 
البؤرتان: ( (o01 <°) « ) ٠1 ›٠‏ 


ا ا ( المعادلة فى الصورة القياسية ) 
۸۱ 


٩د بآ ۸۱ سه ب‎ E TEN 
issa NF No as 
۲ ومعادلته صد‎ >» ٠١ أ١‎ ۲ طول احور القاطع‎ 
۴1٠ = طول الجحورالمرافق ؟ب ۱۸ء ومعادلته س‎ 
۸۲1]! البعدالبؤري ۲ج‎ 
(F «< Arl -۲11-) < (۲ < ۸11+ ۲1 - ( : البؤرتان‎ 
(۲۰۱-۲17) ›) ۳۰۱+۲1 -( الرأسان:‎ 


سے 


الاختلاف المركزي ه= ”^ 
1 


1 
ف كفا ا ےم (المعادلة في الصورة القياسية ) 


۱1 ۳1 
الركز: )٠١١(‏ » أأدااسه أ٤‏ » بأآ ا۲۳ سه بدا 


P11 = f] ه4 ج=‎ ۵۲ ۳١ +۱١ و + با‎ 1 


جا اأ 
طول الحورالمرافق ؟ب ١١ء‏ ومعادلته ص د ۲ 
البعدالبؤري ۲ج٤‏ إ۳ 
البؤرتان: ()FI1'-۲ <1) «< (1۳1۲ +۲ ›١(‏ 
الرأسان: )١٣٣١١۱(»)1۰١( = )٤ ۳۲ ›» ١(‏ 
اللختلاف ارک و کے mM 3۴٣٣‏ 
: ا ٤‏ ۲ 
٤‏ سآ_ ١٠١‏ صأ 7 1٤‏ (بقسمة طرفي المعادلة على 147 ) 


سا ۔ ر 


طول احور القاطع ١‏ أ ٤<‏ > ومعادلته س د . 
طول الحورالمرافق ۲ب ۸ » ومعادلته صد . 
البعدالبؤري ١‏ ج٤ا‏ 


ale (Te 2| ا‎ 
)١٠١١ ( >. )۲۰١( الرأسان:‎ 


الاختلاف المركزي ه= = aE‏ =1 
1 ۲ 


٣۱ + صا + ۱۸ س ۸ ص‎ ٤ ۹سآ‎ )٦ 


سه ۹سآ + ۱۸س ٤‏ صا - ۸ ص د ۲۱ 
۹( سآ + ۲ س) - ۽ ( صا+ ۲ ص) - ۳۱ 

۹( س + ۲ س + ۱) ٤‏ ( صا +۲ ص + ۱( ) ۔ ۳۱ + ٤-۹‏ 
۹( س +() _ £ ( ص + )= ۳ 


(س (١+‏ (ص+ااا ر 
E TEES i E‏ 


المركز: )١٠١(٠7(‏ سه أا »› 
جا + با ١١‏ سه جد ا٣ر‏ 
طول الحور القاطع ١أ ٤<‏ » ومعادلته صد ١١‏ 
طول الحورالمرافق ؟ب 1 »› ومعادلته س د١١‏ 
البعد البؤري + =۲ ]۳ 
البؤرتان: ( ١٠٠» ٠۴1+١٠‏ ) 
الرأسان: ( ٠١» ۲۴٠7‏ ) 


الاختلاف المركزي ه = 
ك 1 


جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل » ومحوره القاطع على 
محور الصادات وطول محوره المرافق يساوي ٤‏ وحدات وبعده البؤري يساوي ۲[ ۵ وحدة » 
ثم ارسم منحناه. 


0O‏ ب ٤=‏ سه ب دا 


ء1 ۲ 
جآ= أ + ب سه 0= 


جد معادلة القطع الزائد الذي مرکزه ( )۲١١‏ وأحد رأسيه (-۲»۳ ) 


واختلافه المركزي ه - - . ثم عين باقي عناصره وارسم منحناه . 
@ من المعطيات الحور القاطع يوازي محور السينات ومعادلته: صد" 


۲ 
معادلة ١‏ لقطع هي : e‏ کک =( 


طول احور القاطع ١‏ أ =۸ 
طول الحورالمرافق ؟ب - ٤‏ إن ›»ومعادلته سد١٠‏ 


البعدالبؤري ۲١ج‏ د١١‏ 


(| ؟x0”“(».)‎ ۲ »۷( - ) 1 › 1 ‡ ١ ( البؤرتان:‎ 
(rfer=)e( feo] = [ fF £3 1 [ اراسان‎ 


) ٥1۲ ١ »١( : طرفا احور المرافق‎ 


الاختلاف المركزى هھ = ` 


e 
(Tobr-r «1) 


جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه ( )٤٠»٠ ( › )٤٠٠١‏ إذا علمت أن 


القيمة المطلقة للفرق بين بعدي أي نقطة تقع عليه عن بؤرتيه تساوي 1 . 


© احور القاطع ينطبق على محور الصادات . 


| مثال | جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما النقطتان ( . »> د )٤‏ ويتقاطع مع 
محور الصادات في النقطتين ( . rs‏ 
احور القاطع ينطبق على محور الصادات . 
المركز: ( )٠٠٠١‏ 


معادلة القطع هي : _ 


| مثال | جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما النقطتان )1۵( “ )۱.۱۳( 
وطول محوره القاطع ١‏ وحدات . ثم ارسم المنحنى البياني له . 


(الخل) احور القاطع يوازي محور السينات . 


۲ ۲ 
.. معادلة القطع هي : کے فک ر 
۹ ۲۷ 


جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما النقطتان ( ۲۰۱) » )۲١۵(‏ 


وز اناطع وري مور السبنات, 
المركز: ( لغ څل ) (١)٣)‏ 
آج ۵0(د سه جدا 
جأ سه 4٤4ا‏ ها 
س 


جآ آ ا باه داو وا واي 


° معادلة القطع هي : (س ٣‏ ) _ 3 


جد معادلة القطع الزائد الذي رأساه هما النقطتان (۳ )۸٠۳( »)٠١٠-»‏ 


واختلافه المركزي س . ثم ارسم المنحنى البياني له . 
ص 


@ احور القاطع يوازي محور الصادات . )۳«( 


۲ 


او اچنا و ا 


۲ ٣ 
1 معادلة القطع هي : ا‎ .. 


مثال | جد معادلة القطع الزائد الذي نهايتا محوره المرافق (۳ء٠)‏ ›» »٠٠(‏ . 
وهر بالنقطة ( )٠١١‏ .ثم ارسم المنحنى البياني له . 

. احور القاطع ينطبق على محور الصادات‎ AD 
(4 (= | 1 7 ( المركز:‎ 


٣ ب‎ 


مثال جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل و بؤرتاه على محور الصادات 
ومر منحناه بالنقطتين F< e Fele)‏ 2 


(اخل) انحور القاطع ينطبق على محور الصادات . 


١(‏ »ا١٠‏ ) خقق معادلة القطع سه 
(1۲7 ) خقق معادلة القطع سيه 


بضرب المعادلة (۱) ب-٩‏ =| 
ثم جمعها للمعادلة (۲). 


قطع زائد مركزه ( ٠٠١‏ ) وبؤرتاه على محور السينات ومس المستقيم 
ص ۳1 س ١-‏ عند النقطة ( ۴1۴۲ )٤١‏ جد معادلته . 


ir 


)4٠۴1١(‏ خقق معادلة القطع ي آل 


ء1 
1 


بتعويض بآ د۲ أ أ في المعادلة () سه 


مثال | اكتب معادلة القطع الزائد الذي اختلافه اکى سا ا ومر بالنقطة 
ي ۰ E‏ 
)۳٠» ٤٣ (‏ ومركزه يقع على المستقيم س ١‏ » وبؤرتاه تقعان على المستقيم ص۳ . 


(اخل) انحور القاطع يوازي محور السينات . 
(ef Kd‏ 


_ ۳ص٣‏ )ےر 


i 


کج خقق معادلة القطع EE‏ (5و ا وا 


جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه النقطتان ( )۸-»١ ( »)۲١١‏ 


ويقع أحد رأسيه على محور السينات . 


(الخل) الحور القاطع يوازي محور الصادات . 


الركز: ( للخل لت)۔ 


آخے د آاے 


النقطة )٠١١(‏ تمثل أحد الرأسين 


آم۳ = 


۱٥۰١۸‏ سه ج 


۲ 


ا اب تا بپ ۵ = +۹٩‏ ب وھد با اا 


معادلة القطع هر ؛ (ص +۲ _ (س ااام 
٤‏ ۱1 


جد معادلة القطع الزائد الذي أحد رأسيه ( ١٠٠١١‏ ) والبؤرة القريبة من 
هذا الرأس ( ١٠١ ٤‏ ) واختلافه المركزي يساوي ٠,1‏ . 


@ احور القاطع يوازي محور السينات . 


عوض ج = ١,1‏ أ في المعادلة )١٠(‏ 


ء 


هيه 1ر١٠‏ أ-أد٠‏ سيه ا٠‏ أ٠‏ ها 


المركز ( ١ه‏ »›ء =)١٠‏ (-£ء-١)‏ 


معادلة القطع هي : (س ٤+‏ _ اص+ اا ر 


۳۹ ۵ 

جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما النقطتان ب )٠٠١(‏ »بم )٤٠١(‏ 
ومر بالنقطة ن ( ۱۲ء )١۹‏ 

( ال انحور القاطع ينطبق على محور الصادات . 


امركز: ( 2 > نٹ )]۔ (۰۰) 


(4 ۲) 


ج دإ 
من تعريف القطع الزائد 


| نب ن بم| ۲أ . 


ales jee Aka pek | 
| al _ rrolL| 


کا یا و 2غ4 ا 


.. معادلة القطع هي : (ص- ۲ )_ 


17۳ 


جد معادئة القطع الزائد الذي مركزه (۵» ١‏ ) وإحدى بؤرتيه (-4: )١‏ 
وطول البعد العمودي البؤّري له يساوي ۵ . 
( البعد العمودي البؤري هو طول القطعة المستقيمة المارة بالبؤرة عمودا على احور ونهايتاها على القطع ) 


احور القاطع يوازي محور الصادات . 


ج ٣=‏ 4 ج =1 
من هندسة الشكل الجاور 

: 
( 9 ب )=( بم) +( بر بم) 


1-۴ 1 
٤ ٤ 
JF 
CE 
من فقريف انقظع الزائة‎ 


جد معادلة القطع الزائد الذي رأساه هما بؤرتا القطع الناقص ٩‏ سآ ۽ ء صا د ۳١‏ 
وبؤرتاه هما رأسا هذا القطع . 


)ها-».١.(‎ .) ۵1 ۰٠( : البؤرتان‎ 

للقطع الزائد 

الرأسان : )<< 0ھ(« (ol-«.)‏ » البؤرتان: ( ۲٠۰۰١ ( »› ) ۴۰١‏ ) 
احور القاطع ينطبق على محور الصادات . 

)٠٠٠١ ( المركز‎ 


جد معادلة القطع الزائد الذي إحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافىء 
وإحداثيات رأسيه هما نقطتا تقاطع القطع الناقص سآ + ۵ صا = ۵ 


صا 


e 
(لخل القطع المكافىء صا _ س». ا واا‎ 
. اجاه فتحة القطع لليمين‎ » )٠ 
1 البؤرة:(‎ » 1 = 


يقطع محور السينات عندماص = ٠‏ 


الرأس ( °“ 


٤‏ ج |٤‏ هھ ج 


القطع الناقص س" ٠+‏ صا = ۵ 
سه سآ+ه(۰)-۵ سه سدداه 
نقطتا التقاطع مع محورالسينات: ( ۵1 ».) »(-1ا۵ 
للقطع الزائد : 
er O seal:‏ 


إحدى البؤرتين ( )٠»1‏ » الرأسان: 


مركز( »٠‏ »> الحورالقاطع ينطبق على محور السينات 


قطع زائد معادلته ل سآ _ ۸۵ صا = ٩۰‏ » وطول محوره القاطع = ٠۲١٠١‏ 
وبؤرتاه تنطبقان على بؤرتي القطع الناقص ۹سآ + ٠١‏ صا د۵۷1 . 


جد قيمة كل من ل م 
(اخل) القطع الناقص ۹ سآ+ ٠١‏ صا = ۵۷1 
القطع أفقي » المركز( »٠‏ 


٣٣۳-1٤ =‏ سه ج =[ = 


البؤرتان: (۷1۲› »)٠‏ (- إ۷ ».) 


للقطع الزائد : 

البؤرتان : )٠۰۷[۲7( »)٠ ›۷1١(‏ » المركز »)٠۰١(‏ 
احور القاطع ينطبق على محور السينات . 

TIr=i qa. TI1=Î < VI =+ 


اا ووا ی + ای پا 1 


.*. معادلة القطع هي : 


ومقارنتهاب ل سآ _ م۲ صا = ٩۰‏ 
ل e‏ 
إذا كان طول الحور القاطع لقطع زائد يساوي ١‏ أمثال طول محوره المرافق» فما 
قيمة الاختلاف المركزي لهذا القطع الزائد ؟ 


أ ۳ ب 


جد الاختلاف الركري للقطع الزائ الذي بعد أحد رأاسيه غنن البؤرة البعيدة 
عنه يساوي أربعة أمثال بعده عن البؤرة القريبة منه . 


@ 


أ + ج = £ (ج-أ) سيه أ+ج = ٤جإا‏ 


سه ر | ۔ ٣ج‏ هھ ج = 


ء۶ 


A 
۳ 


جد الاختلاف المركزي للقطع الزائد الذي بعد أحد بؤرتيه عن أحد طرفي احور المرافق 
يساوي البعد بين رأسيه . 
@ من هندسة الشكل الجاور 


۲ 
ل = جام بآ 


۴ ۳ ۲ ء 
منا لمعطيات أيضا ل ۲ أ سه ل د ٤أ‏ 


مثال بمثل الشكل اجاور المنحنى البياني لقطع 
مخروطي » إذا كانت ٠١ا‏ 


( ب : بؤرة » ر: رأس) 


جد الاختلاف المركزي لهذا القطع . 


مثال | ينل الشكل اجاور المنحنى البياني 

لقطعين مخروطيين ( زائد اختلافه المركزي ه 

و ناقص اختلافه المركزي ه, ) . س 
إذا علمت أن رأسي القطع الزائد هما بؤرتا القطع الناقص 
وأن طول احور المرافق يساوي طول احور الأصغر, فاثبت أن : 


ھےے = 
هرهم 


(لخل) للقطع الزائد : 
للقطع الناقص : 


بجمع المعادلتين (١)و(١)‏ 


7 : 7 


قطع زائد معادلته : ۲ سآ _ ٣‏ صا + ٠۸‏ ص دك » جد قيم ك التي عل محوره 
القاطع موازيا لحور الصادات . 
ا ا اکن 
۲ سآ۔_٣(‏ صا ٦1‏ ص) د ك 
۲ س' (٣‏ صا ٦1‏ ص+ )٩‏ دك ٣۷-‏ 
۲ سا_٣(‏ ص ')۳٣‏ ك ٣۷‏ 
1 (ص-۲)_ 
ك-۷٣‏ 


۱ 


۳ 
حتى يكون احور القاطع القدار ك-۷] 2 ٠‏ سه ك۷ >2 مهك V>‏ 
موازيا لحور الصادات ٣‏ 


مثال أ جد الفرق المطلق بين بعدي النقطة ن ( [٤‏ ۲ »۳ ) عن بؤرتي القطع الخروطي 
الممثل بالمعادلة ۹سآ- ٠١‏ صا ٠٤٤‏ 

@ النقطة ( ۳۰۲1٤‏ ) من نقاط منحنى القطع . 

۹سآ ۱١‏ صا ۱٤٤‏ سه 


للل _ كل ٠١‏ (القطع زائد محوره القاطع ينطبق على السينات ) 
۱١1‏ ۹ 


١١ =‏ سه أ=£ »› اه ب 
حسب تعريف القطع الزائد اللطلوب قيمة ۲ أ . 
N=(£)r= ÎT.‏ 
| مثال | سامي و خالد مراقبان في محطتين موقعهما في اجار 
المستوى الديكارتي بر ( ج .)»بم ( > ج).) 


على الترتيب . يقع انفجار في المستوى الديكارتي 
( انظرالشكل الجاور). 

سامي يسمع صوت الإنفجار قبل خالد بزمن س 
مقداره ( ن ) ثانية . 


على فرض أن سرعة الصوت ثابتة وتساوي (ع ) . 


ائد = - 


ع ن 
a‏ ۰ 


ليكن ل » ل بعد كل من سامي وخالد عن موقع الانفجارعلى الترتيب . 


بين أن الانفجار وقع في نقطة ما على القطع الزائ - ك 


س لم _ لم = ع ن د ثابت 
الانفجار وقع في نقطة ما على أحد فرعي القطع الزائد الذي بؤرتاه 
بر ( ج .)»بم ( <> ج)۰.) المركز(٠٠٠)‏ 


( احور القاطع ينطبق على محور السينات ) 


هي معادلة القطع الزائد الذي يكون موقع الانفجار 
في إحدى نقطه . 


المعادلة العامة للقطوع الخروطية 
إن معادلات جميع القطوع الخروطية سواء أكانت دائرة» أم قطعا ناقصاء أم قطعا زائدا » 
أم قطعا مكافئًا تأخذ شكل المعادلة التربيعية من الدرجة الثانية : 
أ سآ ہپ ب صا ہ ج س ہ د ص + ھ_ - 
أ » ب » ج»د»ه وح »> أ» ب لايساويان الصفرمعا. 
وباختيار مناسب للثوابت أ» ب » ج د» ه , تمثل المعادلة السابقة : 
)١‏ دائرة إذاكان أ . › بي .)ا 
)١‏ قطعامکافئا إذا كان أ 
۳) قطعاناقصا إذا كان أب > . 
)٤‏ قطعا زائدا إذا كان أب<. 
عين العناصر الأساسية لكل من القطوع الخروطية الاتية : 
۱) سآ +ع س + صا- (٤‏ ص ۷ء = . 
آ) :سآ + ۹ صا ۸س د ٣٣‏ 


. =۱ + صا + ٣۴س ۸ ص‎ )٣ 
. ۲۹+ س _ ۱1ص‎ ۵٤ صا‎ ٤ ۹سآ‎ )٤ 


@ ۱) سا ٤+‏ س + صا (٤‏ ص ۷ د . 
( أ . › ب چ .)أ = ب القطع الخروطي دائرة 
( سا + ٤‏ س + ع ) + ( صا (٤‏ ص + ۹+٤ + ٤۷ = ) ٤۹4‏ 
( س +ع )' +( ص - ۷)آے ٠١١‏ 
المركز (٣١ء۷)‏ » رد١٠‏ 
۽ سآ + ۾ صا ۸ س = ۲۲ 
ا)١‏ آي ب :القطع الخروطي ناقضن ) 


٣۴ = صا‎ ٩۹ + ۸س‎ 


٤‏ (سآ ۲ س + ۱) + ٩‏ صا 
۽ (س )+ ٩‏ صا 


۲ 
(س ١‏ ) صا ےر 
ل E‏ 


جآ أ بآ ۹ع دة سل جداة 


الرأسان: ( )٠>£٤( -).> ۳+١‏ ,(1۲7ء٠)‏ 
البؤرتان : ( ±١‏ [۵».) 
طرفا احور الأصغر: ( +۰١‏ ؟) ۔ )۲٠٣١۱( »› )۲١١(‏ 
معادلة احور الأكبر: ص- . وطوله ۲١د‏ ۳(۲ )1 
معادلة الور الأصغر: س ٠١١‏ وطوله ب د(۲ £٤)‏ 


البعد البؤري د ۴ ج = اه « الاختلاف اللركزي وج اة 
أ ۲۳ 


) صا ٣+‏ س ۸ ص + ۱= . 
> » ب ١‏ القطع الخروطي مكافىء ) 
صا ۸ ص ۔ ۳س )۱ 
صا ۸ ص + ۱٦‏ ے ٣س ۱٦+۱‏ 


(ص ٤‏ )أ -م (س-١۵)‏ ( ااه فتحة القطع لليسار) 


» )٤١۵( الرأس:‎ 


البؤرة: ( 3-۵ 4)- )4 


معادلة احور ص - ء٤‏ » معادلة الدليل سه + 


. =۹ + س _ ۱1ص‎ ۵٤ صا‎ ٤ ۹سآ‎ )٤ 
) اتر القطع زائد‎ ( 
۲۹ - = صا _ ۱1 ص‎ ٤ _ س‎ ۵٤ _ ۹سآ‎ 
۲۹٣ ےL ص)‎ ٤+ س ) ء۶( صا‎ ٦ سا‎ (۹ 
۱1 ۸+٩۹7 ےL‎ ) ٤+ س +۹ ) _ء( صا +ء ص‎ ٦ سآ‎ (۹ 
۲ -) ۲+ س-۳)_ £( ص‎ (٩ 


۲ 
أ )١-‏ _ ةلا ١‏ (اورالقاطع يوازي محورالسينات) 
٤‏ 
الركو:( ۲7۴ )ي £ سه ادا ١د‏ اة سه ب 


٣ل‎ = هھ ج‎ ۱)۳ ۹ + ٤ و + بآ‎ ١ 


طول احور القاطع ١‏ أ ٤<‏ » ومعادلته ص ۲٠‏ 

طول الحورالمرافق ؟ب 1 »› ومعادلته س د ۲ 

البعدالبؤري ؟جد١۲‏ |۳1( 

(r- «۳l -7) ¢ -؟)‎ » ٠۳1+ ۳( البؤرتان:‎ 

الرأسان: (۴ ‡ ۲ »- ) - (7»۵0). (۲7١۱)‏ 
طرفا احور المرافق : ( ۳ ,- ۲ج م ) )١»۴(»)۵٠»۴(-‏ 


الاختلاف المركزي ه- 


مثال | اعتبرالمنحنى الذي معادلته : أس' + صا _ ۲س د . 
ناقش نوع المنحنى حسب قيم د١١٠‏ . 
@ عندما أ- . فإن معادلة المنحنى هي : صا _ ١س‏ = . 
وهي معادلة قطع مكافىء 
عندما أ١ ١٠‏ فإن معادلة المنحنى هی : سآ + صا _ ۲س - . 
وهي معادلة دائرة . ٠‏ 
جد مجموعة قيم م التي جعل (م_4) سا + صا ١‏ تمثل قطعا زائدا . 
.سه مو 


(-۹)( د ۔ 
a. 1 + +‏ 1 + 


FD>DPDFr- 


0 حيث أ عدد حقيقی . 


۷(١ 


مثال جد مجموعة قيم ك التي جعل ۲ سآ + ك صا - ۸ تمثل قطعا ناقصا. 

( اك). سه ك>. 

a .«» 0‏ » س 

جد مجموعة قيم م التي جعل المعادلة پى 
قطع زائد . 

@ (۷- م )(£-م)(. 


VDPDE 


| مثال ]| جد معادلة لحل الهندسي للنقطة ن (س» ص ) المتحركة في 
المستوى والتي تبعد بعدا ثابتا قدره ( ۵ ) وحدات عن النقطة م )۲٠١٠۳(‏ 
7 انحل الهندسي هو دائرة مركزها )۲-١٠-[‏ ونصف قطرها (۵). 
معادلة الدائرة: (س + ١‏ )+( ص + ۲ )- ۲۵ 
بين أن معادلة الحل الهندسي للنقطة ن (س» ص ) المتحركة في المستوى 
والتي بعدها عن النقطة م ( ٠۰1‏ ) يساوي مثلي بعدهاعن النقطة 9( )1٠٠١‏ تمثل دائرة. 


Sm 
)١ )اء( ص ۲ ا (سےء )رض‎ ١س‎ 


۲ ۲ 
(س 1 ) + صا ء٤‏ سآ +ء ( صا ) 
سآ_ ٢‏ س + ۳١‏ ۽ صا = ٤‏ سآ + ٤‏ صا _ ٤۸‏ ص + ۱٤٤‏ 


۴ سآ ۽ ۴ صا + ۱۴ س ۸٤ص‏ ۱۰۸ . 
(وهي معادلة دائرة لأنها معادلة من الدرجة الثانية متغيرين ومعامل س" يساوي 
معامل صآ ويساوي ۲ وخالية من الحد س ص) 


جد معادلة لحل الهندسي للنقطة ن (س» ص ) المتحركة في المستوى والتي 
يكون بعدهاعن النقطة ب ١ ١١٠٠7(‏ ) مساويا دائمالبعدهاعن المستقيم س! . 


@ لحل الهندسي هو قطع مكافىء بؤرته ( ١ ١١٠7‏ ) ودليله المستقيم س١‏ . 
(اجاه فتحة القطع لليسار) 


آج ]۲اه جا 


رأس القطع المكافىء: ( - (+ 


e eR 


معادلة القطع المكافىء: (ص - ٩ - -')١‏ (س ل 


اثبت أن معادلة الحل ١‏ لهندسي للنة للنقطة ن (س» ص ) المتحركة في المستوى والتي 
يكون إحداثيها الصادي مساويا دائما لبعدها عن النقطة الثابتة أ ( ده )هي معادلة 
قطع مكافئ ثم جد رأس هذا القطع المكافىء . 


@ 0 
د ب( وها 


(س د )+( ص-ها) 


۲ 


سآ ٣_‏ د س + دآ + صا ۲ هھ ص + هآ = 


سآ ٣_‏ د س + دا 


( سن د )' - 


رأس القطع المكافىء: (د » 2 ) 


ص 


هص ھآ 


هھ( ص - 2( وهي معادلة قطع مكافىء 


بحيث يكون مجموع بعديها عن النقطتين الثابتتين ب ( 


يساوي دائما( ۱۰ ) وحدات . 


@ 


وطول محوره الأكبر= ٠١‏ وحدات . 


الحل الهندسي هو قطع ناقص بؤرتاه بر ( 


(Te. Jp c(t 


. بم(‎ c(£e° 


(القطع عمودي ) 


(17. 


| مثال] تتحرك قطعة مستقيمة طولها +٥‏ ن بحيث 
يبقى طرفاها على الحورين الإحداثيين ( انظر الشكل الجاور) 
اثبت أنه إذا كانت م ن فإن المحل الهندسي لحركة 


النقطة ه هو قطع ناقص . 


VT 


( ک ٤‏ لھ ٭ ےھ هوي متشابھان 


ق ظ هوي 
ق ظ ي هھ و 


) من تطبیق نظرية فیثاغورس على ۸ عل هھ 
ے ت ي م س ت ماص 


م 


سه م س + نصا - نم٣‏ هھ کک 
إذا كان نآ ) م٠‏ فالقطع الناقص أفقي . 
إذا كان نآ (ط م فالقطع الناقص عمودي . 


جد معادلة الحل الهندسي للنقطة ن ( س» ص ) والتي تتحرك في المستوى 
بحيث يكون الفرق المطلق بين بعدي النقطة ن (س» ص ) عن النقطتين الثابتتين 
بم ) ۵0°( بم ) ;۵0 ) يساوي دائما (۸) وحدات . 


@ الحل الهندسي هو قطع زائد بؤرتاه : بر ( )۵04٠0‏ » بم( 7>٠‏ ۵) 
وطول محوره القاطع = ۸ وحدات . (الحور القاطع ينطبق على محور الصادات ) 
المركز: ( )٠٠٠١‏ » ]ج = .(٠(سهي‏ جد 4 Nil‏ سه أ 
۲ 


". معادلة القطع الزائ : گلا _ ل ٠‏ 
11 ۹ 


عن المستقيم س ٠١‏ يساوي دائمانصف بعدهاعن النقطة م ( ۰٠ ٤‏ )هو قطع زائد . 


@ بعد النقطة ن عن المستقيم س٠١‏ = بعد النقطة ن عن النقطة م 


|(۱) س ۱| 
سے = ل ارس ۔ ۽ )آ+(ص د . )ا 
۲ 
ا + . 


بتربيع الطرفين سه (س-)()' - 3 ((س-٤)‏ + صا ) 


سه £ ( س ٣)١‏ ( س ٤‏ )' ۽ صا 


KH 


ےھ :۽ سآ_ ۸ س + ۽ ۔ے سآ ۸ س + ۱1 + صا 


سه ٣سآ‏ صآ (٣‏ . وهذه معادلة قطع زائد 


| مثال] جد معادلة امحل الهندسي للنقطة أ سء ص) التحركة في المستوى بحيبث 
تبعد بعدا ثابتا مقداره ۳ وحدات عن المستقيم ص د »٠-‏ وتمرفي أثناء حركتها 
بالنقطة ب ( ٠ )£7» ٠.‏ 

N PO INO 


: y+. 
۳ -=( + أو ص‎ ۳١ + إما ص‎ 
٤= ص = ! ص‎ 


يمر بالنقطة ( ٠».‏ 4) مر بالنقطة ( )٤٠- ٠.‏ 
.. معادلة الحل الهندسي هي : ص د٤‏ 


جد معادلة الحل الهندسي لنقطة تتحرك في المستوى على بعدين متساويين 
من النقطتين الثابتتين أ( )٠۰۲‏ » ب .)٠»۲٣(‏ 


ر افرض النقطة المتحركة ن (س»ص) 


ن أ = نب 


شد ۲ )+ (صاد» )دا عتم (4)١‏ ص )ا 


وبتربيع الطرفين سه ( س _ ۲ )+ صا - ( س + ۲ )+ صا 
سآ ٤‏ س + ٤‏ ۽ صا ۔ سآ + ٤س‏ ہ ٤‏ + صا 
۸س . سه س د . وهي معادلة محور الصادات . 
جد معادلة الحل الهندسي لنقطة تتحرك في المستوى على بعدين متساويين 
من الحورين الإحداثيين . 
CD‏ افرض النقطة المتحركة ن(س»ص) 
بعد النقطة عن محور السينات = بعد النقطة عن محور الصادات 


|(۱) ص | ۱(۱( س| معادلة محور السينات 


1 ا 1 1 رآ + 1 معادلة محور الصادات 
| ص| ۔ | س| 


ص = س v‏ ص د - س 


۷۵ 


في الشكل الجاور تتحرك النقطة و (س» ص ) 
في المستوى بحيث يكون بعدها عن النقطة 
( ۰£( يساوي بعدها عن الدائرة سآ + صا ۔ ٤‏ 

ما الحل الهندسي للنقطة و» وما معادلته ؟ 
( منم 

اون وي |= ۲ 

الحل الهندسي للنقطة و هو قطع زائد بؤرتاه (4£ء٠)‏ » ( 
وطول محوره القاطع ۲أ ۲١‏ سه أ٠‏ » ج٤‏ سه جدا 


الحور القاطع ينطبق على محور السينات . 


س 


(«° 


جد معادلة الحل الهندسي للنقطة ن ( س» ص ) التي تتحرك في المستوى 
بحيث إن بعدها عن المستقيم س - ٩‏ يساوي ثلاثة أمثال بعدهاعن النقطة ب ( ١ء٠)‏ 


ا ك ۴+ بعدالنة لة ن عن النة ةب 


ا = ٣‏ ا( س ۔ ١‏ )+ (ص ‏ .)ا 


1 +, 


بتربيع الطرفين سه ( س _4)" 
( س ۹ )۔ ۹( س ٩۹+ ) ١‏ ص 


) صا‎ + ٣)١ س‎ (( ٩ - 


سھ سآ_ ۱۸ س + ۸ ۔ ۹سآ ۸س + ٩ +۹٩۹‏ صا 


سه ۸ سآ + ٩‏ صا ۷٣‏ = . وهذه معادلة قطع ناقص . 


لتكن ب ( أه»›ء.) نقطة في المستوى الديكارتي » ل مستقيماثابتا في 
المستوى نفسه غير مار بالنقطة ب ومعادلته س ا » حیث أ » هھ عددان موجبان 
« هھ )ا » والمطلوب : 
)١‏ أوجد معادلة امحل الهندسي لجموعة النقط 9 (س»ص ) المتحركة في المستوى 
بحيث أن بعد النقطة ( و ) عن النقطة ( ب ) يساوي ه× بعد النقطة ( و ) عن المستقيم 


)١‏ مااسم الشكل الهندسي الذي تمثله معادلة الحل الهندسي لجموعة 
النقط و (س»ص). 


ل 


۷1 


ه× بعد النقطة (و) عن المستقيم ل . 


1 
ااا ےا هھ »ا ها 


ھ 


س'۔ ۲ ھ س + اھا + صا ۔ ھآ سآ_ ١ھ‏ 


س -١(‏ هآ ) +صآ+ ها 
.". المعادلة تمثل قطعا زائدا . 


تتحرك النقطة و (س»ص) في المستوى بحيث سد۵+٠‏ جاه »› 


ص = ۲+ ۳ جتاهھ » حيث ه زاوية متغيرة . جد معادلة الحل الهندسي للنقطة 
و (س» ص ) وبين نوعه . 


TO‏ هھ جاه 


» ص = ۳+۲ جتاھ هھ جتاهھ = 
۳ 
1 1 
اف دافا و لے ا ےم 
۹ ۹ 


(س )۽ ( ص ۲ ٩)‏ وهذه معادلة دائرة . 
| مثال] إذا كانت س = ۱+ ۲ قتان » ص د ۳+۲٣‏ ظتان حيث .< ن ر 


فأوجد معادلة الحل الهندسي للنقطة (س» ص ) وبين نوعه . 


O‏ قتا ن هال 


(س )ا 
e ۲‏ 


٤ 


ظتان = ا ھ ونان ۔ (ص+۲) 
۹ 


هھ قتاآن - 


۲ ۲ 
۲ 
TTT‏ ( س اأ (ص+۲) 


۹٩ ٤ 
(س ١اا (ص+۲)_‎ 


۹ ٤ 


8 ۱ وهذه معادلة قطع زائد (الرسمة جزء من قطع زائد) 


تتحرك النقطة 9 (س» ص ) في المستوى الديكارتي E‏ س =[ ۲ ڪان 
ص +۱١‏ جتان . 


أوجد المعادلة الديكارتية ( بدلالة س» ص فقط ) للشكل الذي ترسمه 


النقطة في حركتها . مااسم ذلك الشكل ؟ 


ص + جا ان +( ٣‏ جاان ھ ص ۴ اجان ر 
بجمع المعادتين(١)و(١)‏ هيه سآ+ ص د۲ يه سآ - ( ص -؟) 
وهذه معادلة قطع مكافىء . 


تتحرك النقطة ١‏ ( سء ص ) في المستوى الديكارتي » بحيث بتحدد موقعها في 
اللحظة ن > ٠.‏ » بالمعادلتين: س = جتان - جان » ص د جا ان » جدمعادلة 
مسار النقطة وء ثم بين نوع هذا المسار. 
OND‏ 
ك جاآن 
-١‏ ص سه سآ - ( ص )١-‏ وهذه معادلة قطع مكافىء . 


تتحرك نقطة ن (س» ص )في المستوى الديكارتي بحيث يتحدد موقعها بالمعادلتين : 
س ۔ جاه + جتاه » ص١١[‏ جاه جتاه حيث ه زاوية متغيرة» أثبت أن 
النقطة ن (س»ص) تتحرك على منحنى قطع زائد . 
ااا ا 
J ۲‏ 
ص٤‏ جاھ جتاھه ٠‏ ړپ گلا ۔ ؟جاھ جتاھ 
1 
وهذه معادلة قطع زائد 
( والرسمة جزأً من قطع زائد ). 
تتحرك النقطة و (س» ص ) في المستوى بحيث يتحدد موقعها بالمعادلتين : 
س ٣+۵‏ جاه » ص١‏ ۲+۲ جتاه » حيث ه زاوية متغيرة . بين أن النقطة 


و (س»ص ) تتحرك على منحنى قطع ناقص» ثم عين عناصره . 


@ 


س ٣+۵‏ جاھ ےھ جاھ ۔ ٥‏ 


۳ 


» صد ۲+ ؟ جتاھه هھ جتاهھ = ۱ 


1 ٣ 
عاف كاف ر و أك اي ا ر رمو وا فح نص‎ 
أفة‎ ٤ 


مركز (۵»؟ 


٤-۹ 


۷۸ 


الرأ سان : ( ±۵ ۳ › ۲ ) - (۸ » ؟)»(۱۴۳7( 
البؤرتان: ( 0+ 1إ“ <« ؟(- )0»ھ+l]»ھ‏ < 1 |(« )0- T'«<« ol‏ ( 


طرفا احور الأصغر: (۵ ۲۰ + ؟) =(۵0ء٤)‏ » (٠١»x۵0(‏ 
معادلة احور الأكبر: ص = ۲ وطوله ١!‏ د ۳(۲ )د1 
معادلة احور الأصغر: س =۵ وطوله ١ب‏ د(١ £٤)‏ 


البعد البؤري = ۲ ج د۲[ ۵ » الاختلاف المركزي ه - 


أمثلة إضافية على القطوع الخروطية 


مثال | رسم من النقطة ( ٠١٠۵‏ ) الواقعة على دائرة قطر للدائرة» ومن نقطة نهاية 
القطر الأخرى رسم ماس للدائرة» فإذا كانت معادلة المماس هي س _ ۲ص + ٤د‏ . 
فاكتب معادلة الدائرة . 


| باشتقاق معادلة المماس: ١-۲ص . سه ص ل‎ KO 
ميل المماس = ا سه ميل القطر --؟۲‎ 


معادلة القطر: ص۔- ۲۔٣۲(‏ س -۵) سھھ ص + ۲٣‏ س ا١ے‏ . 
وبحل معادلة المماس مع معادلة القطر: - ۴( س _ ۴ص ٤+‏ ۰) 
+ ص + ۲ س ۲١ے‏ . 
۵ ص _ ۰١‏ = ۰ سھ ض = £ 
وبتعويض ص د ٤‏ في معادلة القطر يه ٤‏ +؟ س ١١د‏ . 
mss‏ س £ 
.. إحداثيات نهاية القطر الأخرى هي ( ٤٤٤4‏ ) 


مركزالدائرة =( +£ , ا )- (۵,٤ء۳٣)‏ 
۲ 1 


رآ ( ۵ ھ) +( ۳-۲ ) ۵ 
مالفالا ( سے فا ص ۴ )دار 
أوجد معادلة الدائرة التي تمس كلا من محور السينات والمستقيم ص = ۸ 
إذا كان الإحداثي السيني لمركزها يساوي ضعف الإحداثي الصادي لمركزها . 
@ ما أن الدائرة تمس مستقيمين متوازيين المسافة بينهما۸ وحدات فإن نصف 
قطر الدائرة = > وحدات و الإحداثي الصادي للمركز= £٤‏ . 
الإحذاتي السينى للمركرهة: 


مركزالدائرة = ( ۸ )٤‏ 
. معادلة الدائرة: ( س - ۸) +( ص ٠١ )٤‏ 


لتكن ( أ » )١ ٠٣٠١١٠ ( › ) ١‏ نهايتا قطر لدائرة تمر بنقطة الأصل . 
أوجد قيمة أ ثم أوجد معادلة هذه الدائرة . 


@ کرت ع کے E‏ | ا 
۲ ۲ ۲ 
الصورة العامة لمعادلة الدائرة هي : س + صا + ۲ ل س + اك ص + ج د . 


e, CEJ 
1 
. )س +۲ ص + ج د‎ ٠+ فتصبح معادلة الدائرة: سآ + صا ( أ‎ 
خقق معادلة الدائرة سيه (١)آم(١)(أ+()(١)+١٠(١)+ جد.‎ )٠ ٠٠١ ( 
. = سه ج‎ 


.=-)۳-(۲+)١۱()( +١ ()۳- (+ )١( خقق معادلة الدائرة سه‎ )١ ٠ ١١ ( 
٣ے سه‎ 


معادلة الدائرة: سآ + صآ ‏ س ٣۴+‏ ص - . 


أوجد معادلة القطع الناقص الذي يشترك مع القطع المكافىء الذي معادلته : 


سآ + ۸ ص = 41 بأحد رأسيه وبإحدى بؤرتيه وتكون بؤرته الأخرى في نقطة الأصل . 


@ للقطع المكافىء سآ - ۸ (ص-١١)‏ «اجاه فتحة القطع #أسفل » 
الرأس (١١١١)ء ٤‏ جد۸/سه جدا 
البؤرة ( ١٠١ء١٠)‏ 
بالنسبة للقطع الناقص : 
البؤرتان: )٠٠٠١(‏ » (١٠ء٠٠)‏ سه المركز ( .»0 ) «القطع عمودي » 
آ جد ۰٠اه‏ ج دل 


أحد الرأسين ( )١٠١٠١٠١‏ سيه أّ= ۷ 
هھ ۹۳۵ یاه ب٤۲‏ 


۲ 
.“. معادلة القطع الناقص هى : سا + (ص )٥-‏ =( 
٤‏ ۹ 


إذا كانت النقطة م تقع على منحنى القطع الناقص لآ سآ + ( ل + )صا 
» ل ) . فجد مجموع بعدي النقطة م عن بؤرتي هذا القطع . 


ص 
ج 
ل 


المطلوب حسب تعريف القطع الناقص قيمة ۲أ = 
إذا كان الاختلاف المركزي للقطع الخروطى 


۲ ۲ 
والاختلاف المركزي للقطع الخروطي ت ١هو‏ ه, 
۶ ب 


1 ۲ 


3 e 
بين أن : ھم + هم ا‎ 


١ ۲‏ 
هم + هم 


8 ۲ ء۶ 
مثال | إذا كان احور المرافق للقطع الزائد سآ - ١‏ أطول بوحدتين من احور 


لار و ي ك ك تاق 

۹4 ۱1 

۲ 
للقطع الزائد: سآ _ صا ١٠‏ طول احور المرافق = ۲ إل 

ل 

٣ ۲ 

ا طول احور الأصغر = =-)٤( ١‏ ۸ 
qa 0١ =+ ۸ = Jl r °‏ أله وه ل ۲۵ 


المصادر والمراجع : 
المراجع العربية : 


1 _ كتاب الحسبان الشامل في التفاضل والتكامل والهندسة التحليلية / الجزء الأول , تأليف : د . عبد الجيد نصير 
و د. بسام الناشف . 

2 _كتاب الرياضيات للمرحلة الثانوية - الفرع العلمي / المملكة الاردنية الهاشمية . 

3_ كتاب الجبر والهندسة الفراغية للمرحلة الثانية للثانوية العامة / جمهورية مصر العربية . 

4 _ كتاب التكامل للمرحلة الثانية للثانوية العامة / جمهورية مصر العربية . 

5 _ الرياضيات ل كامل الناصري . 


: المراجع الأجنبية‎ 
1- Calculus with analytic geometry , Richard A . Silverman. 
2-Calculus , Anton ,Davis,seventh edition . 
3- One and severable variables CALCULUS , SALAS . 


4-3000 solved problems in calculus -Schaum by Mendelson . 
5- Engineering mechanics (DYNAMICS),R.C.HIBBLER . 


محتويات الكتاب : 
التكامل وتطبيقاته 1 _193 
القطوع الخروطية 281_194 


الهندسة الفضائية 351_282 


* المثلث هو مضلع مكون من ثلاث قطع مستقيمة مستوية . 
المثلث القائم الزاوية 
وهو المتثلث الذي فيه زاوية قائمة وزاویتان حادتان 
خصائص المثلث القائم الزاوية : 
١‏ ) يحقق نظرية فيثاغورس . 
(آج )د( آب] + (بجاا 
١‏ ) طول القطعة المستقيمة الواصلة بين رأس القائمة ومنتصف الوتر يساوي 
تنصف طول الوتر. 2 


١‏ ء 
فاد ے ل 
ج 


المثلث المتساوي الساقين 


وهو المثلث الذي فيه ضلعان على الأقل متطابقان ويسمى الضلع الثالث قاعدة 
المثلث . 
زاوية الرأس 


(١‏ ) زاويتا القاعدة متساويتان فى القياس . زاويتا القاعدة 


ق ک ¡ - ق ب چ 


أ العمود النازل من رأس المثلث المتطابق الضلعين على 
القاعدة ينصفها»ء وينصف زاوية الرأس . 


رأس القائمة 


AT 


المثلث المتساوي الأضلاع 


وهو المثلث الذي تكون فيه جميع الأضلاع لها الطول نفسه . 
خصائص المثلث المتساوي الأضلاع : 


() ق أ = ق ب = ق جا 
نظريات وقواعد للمثلث . 


)١‏ إذا ساوت زاويتان في مثلث زاويتين في مثلث اخر فإن قياس الزاوية الثالثة في المثلث 
الأول يساوي قياس الزاوية الثالثة في المثلث الثاني . 

.) "٠٠ الزاويتان الحادتان في المثلث القائم الزاوية متتامتان (مجموع قياسيهما=‎ ) ١ 

۳) يكون مجموع طولي أي ضلعين في المثلث أكبر من طول الضلع الثالث . 

. في المثلث الثلاثيني الستيني يساوي طول نصف الوتر‎ ٠١ طول الضلع المقابل للزاوية‎ ) ٤ 


چ 


ETE‏ ا 
Ss ak‏ € 


ب أ 


۵ إذا تساوى قياس زاويتين في مثلث فإن الضلعين المقابلين لهاتين الزاويتين متساويان 
في الطول . 


ق ¡ = ق ب 
سه أج = بج 
1( ا منصفات زوايا أ لمثلث تتلاقى فى نة نقطة واحدة . 
۷) الأعمدة المقامة من منتصفات أضلاع المثلث تلتقي في نقطة واحدة . 


۸) تتساوى أبعاد رؤوس المثلث عن نقطة التقاء الأعمدة المنصفة #أضلاعه . 


٩‏ القطعة المستقيمة الواصلة بين منتصفي ضلعين في مثلث توازي الضلع الثالث 
وطولها يساوي نصف طول الضلع الثالث . 


. محيط المثلث = مجموع أطوال أضلاعه‎ )٠١ 
في الشكل الجاور محيط ۸ أب ج‎ 
أ ب + ب ج + جا‎ = 
. مساحة المثلث‎ )١١ 
) طول القاعدة ) »(الارتفاع‎ ( - 
. نصف حاصل ضرب طولي أي ضلعين فيه مضروبا بجيب الزاوية الحصورة بينهما‎ 
: ففي الشكل أعلاه تكون‎ 


مساحة ۸ أب ج - ل(أب)(دج) 


(آب)(ب ج )جاه 


١‏ قانون الحيب: 
في أي مثلث تكون النسبة بين طول أي ضلع وجيب الزاوية المقابله له ثابتة . 


ت 
ل 


متوازي الأضلاع : هو مضلع رباعي فيه كل ضلعين متقابلين متوازيان . 
”خصائص متوازي الأضلاع : 0% ۰ 
(١‏ ) كل ضلعين متقابلين فيه متساويان في الطول . ا ب 
۲) کل زاویتین متقابلتین فيه متساويتان في القياس . 
۴ قطراة بتصف كل متها خر n‏ 
1 ي 


)٤‏ کل زاویتین متتالیتین فيه متکاملتین 
(مجموع قياسیهما= ۱۸۰) 


* يكون المضلع الرباعي متوازي أضلاع في أي من الحالات الاتية : 


. إذا كان فيه كل ضلعين متقابلين متوازيين‎ ) ١ 
. إذا كان فيه كل ضلعين متقابلين متساويان في الطول‎ )۲ 
. إذا كانت فيه كل زاويتين متقابلتين متساويتين في القياس‎ )۳ 
إذا كان قطراه ينصف كل منهما الاأخر.‎ ) ٤ 


۵ ) إذا توازی وتساوی فيه ضلعان متقابلان . 


* مساحة متوازي الأضلاع = طول القاعدة « الارتفاع 
= أب »ل 


حالات خاصة لمتوازي الأضلاع : 


. المعين : هو متوازي أضلاع فيه ضلعان متجاوران متساويان في الطول‎ ) ١ 


خصائص المعين : أ) له جميع خصائص متوازي الأضلاع . 
ب ) قطرا المعين متعامدان . 
ج) القطران ينصفان زوايا الرأس . 


د ) أطوال أضلاعه الأربعة متساوية . 
ه) مساحة المعين = طول القاعدة * الارتفاع . 
أو نصف حاصل ضرب طولي قطريه . 
)١‏ المستطيل : هو متوازي أضلاع إحدى زواياه قائمة . 
ب ) زوايا المستطيل الأربع قوائم . الطول 
ج) قطرا المستطيل متساويان في الطول . 
د ) مساحة المستطيل = الطول * العرض . 
۳ ) المربع : هو متوازي أضلاع إحدى زواياه قائمة وفيه ضلعان متجاوران متساويان في الطول 
وهو حالة خاصة من المستطيل والمعين . 


فالمريع هو مستطيل فيه ضلعان متجاوران متساويان في القياس وهو معين إحدى 
زواياه قائمة . 


خصائص المربع : أ ) له جميع خصائص متوازي الأضلاع والمستطيل والمعين . 


ب ) مساحة المربع = طول الضلع * نفسه . 
أو 1 ل" (١‏ ل: طول قطرالمربع ) 


شبه المنحرف | هومضلع رباعي فيه ضلعان متوازيان فقط »› كل واحد منهما 
يسمى قاعدة » وضلعان اخران غير متوازیین كل واحد منهم 


يسمی ساقا . 
ل (مجموع طولي قاعدتيه ) * الارتفاع 
طول القطعة المستقيمة الواصلة بين منتصفي الضلعين 
غير المتوازيين في شبه المنحرف»يساوي نصف مجموع 
طولي القاعدتين المتوازيتين فيه . 
)١‏ قياس الزاوية المركزية يساوي ضعف قياس 
ففي الشكل اجاور دائرة مركزها م يكون فيها : 


ق $ ۲-۲ ق $ 


الزاوية المحيطية المرسومة على قطر الدائرة قائمة . 


اتزامغان الحبطعان اتر سومان عا قوس 
ففي الشكل اجاور دائرة يكون فيها: 
ق =١‏ ق ۲ 
وبصورة عامة فإن : الزوايا الحيطية المرسومة على أوتار متطابقة أو أقواس متطابقة 
تكون متطابقة . 
۳) _ العمود النازل من مركز دائرة على أي وتر فيها ينصفه . 
_ المستقيم الواصل بين مركز دائرة ومنتصف وتر فيها غير 
مار بالمركز» يكون عموديا على الوتر. 
_ العمود امقام من منتصف وترفي دائرة بمر مركز الدائرة . 


۸1 


تطابق المثلثات 
يتطابق المثلثان في الحالات الاتية : 


. إذا كانت أضلاعهما المتناظرة متطابقة‎ )١ 


E 


١‏ ) إذا كان الضلعان والزاوية التي يحصرانها في أحد المثلثين تطابق نظيراتها 
في المثلث الاخر. 


> = 


۳ ) إذا تطابقت زاويتان والضلع الواصل بين رأسيهما في المثلث الأول مع زاويتين 
والضلع الواصل بين رأسيهما في المثلث الثاني . 


م کا 


٤‏ ) يتطابق المثلثان القائما الزاوية إذا تطابق في أحدهما وتر وضلع مع نظرائهما في 


تشابه المثلثات 


يتشابه المثلثان في الحالات الاتية : 
)١‏ إذا طابقت زاويتان في أحدهما الزاويتين المناظرتين لهما في الاخر. 
١‏ ) إذا تناسبت أطوال أضلاعهما المتناظرة . 


( يتناسب طولا ضلعين إذا كانت النسبة بين طوليهما ثابتة ) 


۳ إذا تناسب طولا ضلعين في مثلث مع طولي الضلعين المناظرين لهمافي مثلث 
اخر » وكانت الزاوية المحصورة بين الضلعين في المثلث الأول تطابق الزاوية المناظرة 
لهافي المثلث الثاني . 


وينتج من تشابه المثلثين : )١‏ الزوايا المتناظرة متساوية في القياس . 
١‏ ) الأضلاع المتناظرة متناسبة . 

فإن المثلثين الناجين متشابهان . 

ففي الشكل الجاور ۸ أب ج يشابه ۸ هد 


ومن خواص التناسب تنحصل على التناسب الاتي : 


e 


هھ ب د ج 
بعض الجسمات الشهيرة 


المنشور القائم : مجسم له قاعدتان متوازيتان ومتطابقتان كل منهاعلى شكل 
سطح مستو ومضلع وأوجهه الجانبية مستطيلات . 

ویسمی حسب عدد أضلاع قاعدته» فإذا كانت قاعدته مثلثا نسميه منشورا 
ثلاثيا» وإذا كانت قاعدته مربعا أو مستطيلا نسميه منشورا رباعيا .... وهكذا. 


منشور سباعي قائم 


حالات خاصة من المنشور القائم : 


. متوازي المستطيلات‎ ) ١ 
له (1) أوجه مستطيلة الشكل وكل وجهين‎ _ 
. متقابلين متوازيان و متطابقان‎ 
. )حرفا(ضلعا)‎ (١١ ( له‎ _ 


الارتفاع 


_ له (۸) رووس . 

_ المساحة الجانبية لمتوازي المستطيلات = ( محيط القاعدة ) «(الارتفاع ) 

_ المساحة الكلية لمتوازي المستطيلات = المساحة الجانبية + مجموع مساحتي القاعدتين . 
_ حجم متوازي المستطيلات = ( الطول ) * ( العرض ) * ( الارتفاع ) 

_ قطر متوازي المستطيلات : القطعة المستقيمة الواصلة بين رأسين ليسا في وجه واحد . 


.) المكعب (حالة خاصة من متوازي المستطيلات‎ )١ 
. له (1) أوجه جميعها مربعات متطابقة‎ _ 
حرفا( ضلعا) جميعها متساوية في الطول. ه9‎ )١١( له‎ _ 
. له (۸) روس‎ _ 
') طول الضلع‎ ( ٤ = المساحة الجانبية للمكعب‎ _ 
") طول الضلع‎ (١ < المساحة الكلية للمكعب‎ _ 
" ) طول الضلع‎ (١ حجم المكعب‎ _ 
. قطر المكعب : القطعة المستقيمة الواصلة بين رأسين ليسا في وجه واحد‎ _ 


الهرم 
الهرم : هو مجسم له قاعدة مضلعة ( قاعدة الهرم ) وأوجهه الجانبية مثلثات لها رأس 


ويسمى الهرم حسب عدد أضلاع قاعدته فان كانت مثلثا سمي هرما ثلاثیا وإن كانت 


مستطیلا سمي هرما رباعیا وھهكذا 1 


ارتفاع الهرم : طول العمود النازل من رأس الهرم على مستوى قاعدته . 


الهرم القائم المنتظم : هو هرم قائم قاعدته مضلع منتظم .» تکون أوجهه الجانبية 
قائم : يكون فيه المسقط العمودي للرأس على مستوى القاعدة 
منطبقاعلى المركز الهندسي للقاعدة . 

المضلع المنتظم : مضلع تساوت قياسات زواياه وتساوت أطوال أضلاعه . 


راس 


™ 
هرم رباعي قائم منتظم 


۸4 


البناء الرياضي للهندسة الفضائية 


سبق لك معرفة بعض المفاهيم الأساسية من خلال دراستك للهندسة المستوية مثل : 
النقطة والمستقيم والمستوى . 
النقطة : وتتحدد موقع ليس له أبعاد ( طول عرض»ارتفاع ) ونرمز لها بأحد أحرف 
الهجاء أ»ب»ج... 
انظر الشكل الجاور 


المستقيم : يتكون من مجموعة من النقط غير المنتهية الواقعة على استقامة 
واحدة يمتد من طرفيه إلى مالانهاية وهو ذو بعد واحد » 
ويرمزله )١‏ بأحد أحرف الهجاء أو )١‏ بنقطتين واقعتين عليه . 


الشكل الجاور هثل المستقيم (ل) ل 


» ويستخدم الرمز أ ب للدلالة على القطعة المستقيمة أب . 


ويستخدم الرمز أب للدلالة على طول القطعة المستقيمة أب . 


المستوى : سطح منبسط ذو بعدين يمتد بلا حدود من جميع جهاته ويمثل هندسيا 
منطقة رباعية أو ثلاثية أو دائرة ... إلخ . 


ونرمز له بأحد أحرف الهجاء أو ثلاثة ( أربعة ) أحرف تمثل ثلاث ( أربع ) نقط عليه 
ليست على استقامه واحدة . 


الشكل الجاور مثل المستوى س 
أو المستوى أب ج 
أو المستوى أ ب جد سا 


تعريف : إذا وقعت مجموعة نقط على مستقيم واحد تسمى نقاطا مستقيمة 
وإذا وقعت في مستوى واحد تسمى نقاطا مستوية . 


E TE‏ نقاط مستقيمة 


والسطوح والأجسام مجموعات جزئية من الفضاء . 


الهندسة الفضائية : علم يبحث في خواص هذه الأجسام والأشكال التي < تقع كل 


عناصرها في مستوى واحد من حيث خواصها اأساسية وأبعادها ومساحاتها وحجومها 
»... دون التعرض إلى خواص الواد المكونة لها. 


مسلمات الهندسة الفضائية 
اللشلمة : عبارة رباضبة انلها دون برهان : 


مسلمة )١(‏ 
أي نقطتين مختلفتين في الفضاء مر بهما مستقيم وحيد . 


1 ل 


مسلمة (؟ ) 
إذا تقاطع مستقيمان مختلفان فإنهما يتقاطعان في نقطة وحيدة . 


مسلمة (۳) 


يوجد لاي ثلاث نقاط * تقع على استقامة واحدة مستوى واحد فقط يحويها. 


ب ) مستقيم ونقطة خارجة عنه ( ¥ تنة إليه). 
وذلك أن المستقيم يحوي نقطتين على الأقل » وحيث أن هناك 
نقطة خارج المستقيم يصبح لديك ثلاث نقط # تقع على استقامة 
واحدة تعين مستوى واحدا. 

ج) مستقيمين متقاطعين . 

حيث إن أحد المستقيمين يحوي نقطتين على الأقل» ويمكن 
اختيار نقطة ثالثة على المستقيم الاخر بحيث تختلف عن نقطة 
التقاطع وبذلك يكون لديك ثلاث نقاط لا تقع على استقامة 
واحدة تعين مستوى واحدا. 


د) مستقیمین مختلفیين متوازيين . 
مكنك اختيار نقطتين على أحد المستقيمين ونقطة ثالثة 
على المستقيم الاخر. فيتوافر لديك ثلاث نقاط ا تقع على 
استقامة واحدة تعين مستوى واحدا. 


مسلمة (2) 
من نقطة خارج مستقيم يمكن رسم مستقيم واحد فقط يوازيه . 


مسلمة (۵) 
إذا وقعت نقطتان في مستوى» فإن الستقيم الذي يحويهماء يقع 
بأكمله في هذا المستوى . 


مسلمة (1) 
إذا تقاطع مستويان مختلفان فإن تقاطعهما مستقيم . 


م 
CQ‏ 
e 5 E 7‏ 
٣‏ 1 ب 
کے 


at 
. يسمى المستقيم المشترك أب بين المستويين سء ص خط تقاطع المستويين‎ 


ملحوظة : 

۱ ) بمكن رسم مستوى واحد فقط يحوي ثلاث نقاط # تقع على استقامة واحدة » وإذا 
اشترك مستويان في ثلاث نقط ا تقع على استقامة واحدة فإنهما ينطبقان . 

. إذا اشترك مستويان فى نقطة واحدة فإنهما يشتركان فى نقطة أخرى على الأقل‎ ) J 


مثال | الشكل الجاور مثل هرما ثلاثيا . اعتمد 
عليه في الإجابة عن الأسئلة الاتية : 
(١‏ ) سم ثلاثنة مستقيمات . 
١‏ ) سم ثلاثة مستويات . 1 
۳) سم ثلاثة مستقيمات تمر بالنقطة ب . ج 
٤‏ ) سم مستقيما يقع في مستويين مختلفين» ثم اذكر اسمي المستويين . 


ga aq aqهھح‎ 


٤ ۶‏ 
اب » آد» پاج 


۲) ثلاثة مستویات : أب ج » أجد» ب جد. 
ms‏ 

۳) ثلاثة مستقيمات مربالنقطة ب : أب » 

8 ٤ ms 

3 يقع في أ لمستويين اد ج »› أادب. 

- 

مثال الشكل اجاور أب ج دد ج ب أ يمثل متوازي 
مستطيلات . اعتمد عليه فى الإجابة عن 
الأسئلة الاتية : 


€ حدد تقاطع المستویین أب ج د» ب‎ ) ١ 


پڪ 

) حدد مستقيما يمر بالنقطة ( د ) ويوازي ب ب . 
8 پڪ 
۳( حدد مستوی يحوي وز 


3 7 


۲ )المستوى هھ وز . 
الشكل الجاور يمثل مجسما مصغرا لهرم خوفو في مصر» والنقطتان : و» ز 

تمثلان فتحتين إلى داخل الهرم . ا 
أعط مثالا لكل ما ياتي : 

. ثلاث نقط على استقامة واحدة‎ )١ 

۲ ) ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة . 

۳ ) خمس نقط مستوية . 

. أربع نقط ليست مستوية‎ ) ٤ 

۵) ثلاث نقط على استقامة واحدة من بينها النقطة ز. 


ms ms E 
نقطة تقاطع أ ز © هد‎ )1 


)(١ CD‏ ب»و»ج. 


قز 

۳) ج›و »به »د . 
٤‏ ) أ»ب»ج»ھ . 
۵ ز3 


ب 


ماعدد المستويات التي بمكن رسمها بحيث يمر كل منها : 
أ ا افك قط غلى اسقامة واخدة: 

ب ) بأربع نقط ثلاث منها على استقامة واحدة . 

ج ) برؤوس هرم ثلاثي . 

د) بثلاث نقط من بين أربع نقط غير مستوية . 


أ) عدد لانهائي من المستويات . 
ب ) مستوی واحد فقط . 


واحدة ؟ 


-)( 


مثال | ماعدد المستقيمات التي يمكن تكوينها من أربع نقاط ليست أي ثلاث منها 
على استقامة واحدة ؟ 


مثال أ أي العبارات الاتية صحيحة وأيها خطا ؟ 
أ ) يوجد أكثر من مستویى يمر مستقيمين متوازيين . 
ب ) كل مستقيم بمكن أن مر به عدد غير منته من المستويات . 
ج ) يقع المثلث بأكمله في مستوى واحد. 
M٠ 0‏ ر 
د) إذا كان أ ب يقع في المستوى س فإن أ ب يقطع المستوى س في نقطتين فقط . 


و) يوجد عدد #انهائي من المستويات تمر بثلاث نقط على استقامة واحدة . 


@ 


أ ) خاطئة» والصواب : مستوى وحيد. 


ms 
. د ) خاطئة» والصواب : أ ب يقع باكمله في المستوى س‎ 
. ه) خاطئة‎ 


الشكل اجاور أح ي ط يمثل هرما ثلاثيا . اعتمد عليه في الإجابة عن الأسئلة 


الاتية : 
أ) سم أربعة مستويات مختلفة . 


ب ) سم مستويين يحويان المستقيم ح ي . 


@ 


أ( ح ط ي ۽ حط اأ ھوز ) ب جد. 


تا اء ج يط 


لتكن ل» ك» م ثلاثة مستقيمات متلاقية في نة نقطة أ» ن مستقيم يقطع 
المستقيمات الثلاثة في النقط بج٤‏ د على الترزتيب: 
أثبت أن المستقيمات الأربعة تقع في مستوى واحد. 


ل»ك»م ثلاثة مستقيمات متلاقية في النقطة أ . 
المستقيم ن يقطع المستقيمات الثلاثة في النقط ب» ج»د على الترتيب . 
المطلوب : 
اثبات أن المستقيمات ل» ك» م »ن تقع في مستوى واحد. 

البرهان : 
ليكن س هو المستوى الوحيد الحدد بالمستقيم ن 
وبالنقطة الخارجة عنه أً. 

نت ت أ » النة اة ن حح 
ل يشترك مع المستوى س في النقطتين 
الختلفتين ا » ب . 
ms‏ 
ك يشترك مع المستوى س في النقطتين 
الختلفتين أ» ج . 


يشترك مع المستوى س في النقطتين الختلفتين أ» د . 
جه ېه وھ : 
لذا فإن ل e‏ ك »م تقع بكاملها في المستوى س الذي يحوي 
ا المستقيمات الأربعة تقع في مستوى واحد س . 
أوضاع المستقيمات والمستويات في الفضاء 
أولا : الأوضاع النسبية لمستقيمين في الفضاء . 
أ) المستقيمان يتقاطعان في نقطة وحيدة . 


- mas 
في الشكل الجاور: ل ۸ م لأ‎ 
وفي هذه الحالة يقع المستقيمان في مستوى واحد.‎ 


ب ) المستقيمان يتوازيان . 
ara ep‏ ج a‏ 
ففي الشكل اجاور : إذا كان ل // م فإن ل 7۸ 0(٠‏ 


و يقع المستقيمان في مستوى واحد. 


ج ) المستقيمان # يتقاطعان و يتوازيان ( مستقيمان متخالفان ) . 
في الشكل اجاور : 
Dm” Ea‏ ء۶ 
ل < المستوى س » م ۸ الستوى س- إ4 


جهھ ٤ ga‏ 
وفي هذه الحالة ل » م كن أن يجمعهمامستوى . 8 


: 


ملاحظة : أي مستقيمين في الفضاء إما أن يكونا مستويين معا أي يقعان في مستوى 
واحد وفي هذه الحالة إما أن يتقاطعا أو يتوازيا . وإما أن يكونا غير مستويين معا 
أي لا بمكن أن يجمعهما مستوى واحد وفي هذه الحالة يكونان متخالفين . 

کے چ a‏ 
ملاحظة : تعتبر القطعتان المستقيمتان أ ب » جد متوازيتين إذا كان أ ب » جد 
متوازيين وتعتبران متخالفتين إذا كان المستقيمان متخالفين . 


الزاوية بين مستقيمين متخالفين 

تعريف : 

الزاوية بين مستقيمين متخالفين هي الزاوية الحادة التي يصنعها أحدهما مع 
أي مستقيم مرسوم من نقطة عليه موازيا الاخر. م 
في الشكل الجاور: 

ms 
: ل » ۳ متخالفان حيث‎ 

Das as‏ ء 

ل < المستوىس » م ۸ المستوىس- ل أ4 

a e 

ولإيجاد الزاوية بينهمانرسم من آ ن // ل في المستوى س. 
فتكون الزاوية الحادة ب أ ج هي الزاوية بين المسقيمين المتخالفين ل » ° 
ملاحظة : إذا كان ق <[ ب أج - .°۹ نقول أن المستقيمين المتخالفين ل» م 
متعامدان . 


مثال | الشكل الجاور بمثل متوازي مستطيلات 
عين ثلاثة أزواج من المستقيمات المتخالفة 


المتعامدة . 
@ 


جه ي جه جه 
( ژد »زو E E‏ ۾ جح ) 


ثانيا : العلاقة بين مستقيم ومستوى فى الفضاء . 

يمكن حصر العلاقة بين مستقيم ومستوى في الفضاء في أحد الأوضاع الثلاثة الاتية : 
١‏ ) المستقيم يقع بتمامه في المستوى .(انظرالشكل )١(‏ ) 
)١‏ المستقيم يقطع المستوى في نقطة واحدة فقط .(انظرالشكل )١(‏ ) 
۳) المستقيم # يشترك مع المستوى في أي نقطة . « المستقيم يوازي المستوى » 
(انظرالشكل(۳) ) 


ل 


AN 


الشكل(١)‏ 
ans‏ 
ل ۸١‏ المستوى سء ل 


ء۶ 


آي ل // المستوى س 


الشكل الجاور مثل هرما سداسيا قائما منتظما . 
أعط مثالا على كل ما يأتي : 
أ ) مستقيمين متوازيين . 
ب ) مستقيمين متقاطعين . 
د ) مستویین متقاطعین . 
ه) مستقيم يقطع مستوی . 


@ 


۶ ۶ ۶ 


جه 
ه) أ ز يقطع المستوى ب زو في النقطة ز. 


تالا : العلاقة بين مستويين فى الفضاء . 


بمكن حصر الأوضاع الختلفة لمستويين س» ص في الفضاء في الحالات الثلاث الاتية : 


ms 
المستويان يتقاطعان في مستقيم ل : المستوى س ۸ المستوى ص - ل‎ ) ١ 


ملاحظة : إذا اشترك مستويان في نقطة ما فإنهما يشتركان في 
خط مستقيم مر بهذه النقطة . 


۲ ) المستويان يث يشتركان في جميع النقاط : المستوى س - المستوى ص . 
۳ ) المستويان # يشتركان في أي نقطة : المستوى س ۸ المستوى ص - | 


في الحالتين الأخيرتين نقول إن المستويين متوازيان : المستوى س // المستوى ص 


أ ) ما أن قاعدة الهرم مضلع سداسي منتظم فكل ضلعين متقابلين متوازيان . 


۹۸ 


أي من العبارات الاتية صائبة وأي منها خاطئة ؟ 
« أعد كتابة العبارة الخاطئة بصورة صحيحة » . 
Ds 4 8 6‏ 
) إذاا لم يشترك المستقيم ل مع المستوى س في اي نقطة فإن ل /⁄/ المستوى س. 
ب ) إذا تقاطع مستويان مختلفان فإنهما يتقاطعان في مستوى . 
ج ) من نقطة خارج مستوى يمكن رسم مستقيم واحد فقط يوازي هذا المستوى . 
د ) إذا توازی مستقيمان فإن أي مستقيم يقطع أحدهما يقطع الاخر. 
أ ) صائبة . 
ب ) خاطئة » والصواب : المستويان الختلفان يتقاطعان في مستقيم . 
من نقطة خارجة عنه . 


د ) خاطئة » والصواب : إذا توازی مستقيمان فإن أي مستقيم اخريقع في مستواهما 


يقطع أحدهما يقطع الاخر. 


أي من العبارات الاتية صائبة وأي منها خاطئة ؟ 


أ) يكون المستقيم قاطعا للمستوى عندما تكون إحدى نقاطه فقط واقعة في المستوى . 


ب ) يكون المستقيم واقعا في المستوى في الحالة التي يشترك فيها مع المستوى في 
نقطتين من نقاطه على الأقل . 

ج ) إذا وازى مستقيم مستوى فإنهما لا يشتركان في أي نقطة من نقطهما . 
د ) المستقيم الواقع في أحد مستويين متوازيين يوازي المستوى الاخر. 

ه) أي ثلاث نقط في مستوى يجمعها مستقيم واحد . 

و ) إذا تقاطع مستقيمان في نقطة وحيدة فإنهما يعينان مستوى . 

ز) المستقيمان المتخالفان يعينان مستوى وحيد . 

ح ) ينطبق المستويان إذا اشتركا في نقطتين على الأكثر. 

ط ) ينطبق المستويان إذا اشتركا في أكثر من نقطتين مختلفتين . 

ي ) أي نقطتين مختلفتين مر بهما مستوى واحد فقط . 

ك ) أي نقطة في الفراغ مر بها عدد لانهائي من المستويات . 

ل ) أي ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة مر بها مستوى واحد فقط . 


م ) كل مستويين متقاطعين يشتركان في نقطة واحدة فقط . 


@ 


أ ) صائبة ب ) صائبة » جإ)صائبة » د)صائبة » ه)خاطئة 
و ) صائبة ز)خاطئة ,» ح)خاطئة , طا)خاطئة ,» ي )خاطئة 


ك)صائبة » ل )صائبة » م)خاطئة 


| مثال ] ثبت أنه إذا تقاطعت ثلاثة مستقيمات في ثلاث نقط فإنها تقع في مستوى 


۴ پڪ 
أ ب » ب ج متقاطعان فيعینان مستوى واحدا ولیكن س . 


ms 

النقطتان أ» ج 2 المستوى س يه أ ج < المستوى س 
3E: .‏ 2 2 : 

٠٠‏ أب » باج أج تقع في مستوى واحد. 


أثبت أن كل مستوى يحوي ثلاثة مستقيمات على الأقل . 
س مستوی . 
اللطلوب : إثبات أن المستوى س يحوي ثلاثة مستقيمات على الأقل . 
البرهان : 
المستوى س يحوي على الأقل ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة ولتكن أ » ب» ج. 
هناك ثلاثة مستقيمات مختلفة على الأقل تقع في المستوى س وهي : 


أثبت أن أضلاع أي شكل رباعي فيه ضلعان متوازيان تقع جميعا في مستوى 


واحد. 


@ اللعطيات : 


أب جد شكل رباعي فيه أب /⁄ ج د 


إثبات أن : أب ۾ با ج » ج د › دا 
البرهان : 


E —‏ جه 
أب جو سه أب جد 


a 
. ج د یيحددان مستوی وحیدا ولیکن س‎ 


النقطتان أ» د تنتمیان للمستوى س سه دا المستوى س . 


النقطتان ب »ج تنتميان للمستوى س سه ب ج 2 المستوى س. 


ہآ ۾ ا جو و دا تقع في مستوى واحد. 


ms 
مثال المستقيم ل // المستوىس » النقط أ»ب»ج <3 ل‎ 


من هذه النقط ثلاثة مستقيمات متوازية فقطعت المستوى س في النقط د »› ه»› 9 


على الترتيب . أثبت أن النقط د » ه»› 9 تقع على استقامة واحدة . 
العطبات: 


اليم ل ر اللستى س: 


۶ 
النقط أ»ب»ج <3 ل ¢ 


النقط د »ه»و <2 المستوى س »> 


pe 


وه ج 
د / به / جو 
المطلوب : إثبات أن النقط د » ه» 9 تقع على استقامة واحدة . 


جو gene‏ 
اليران: د // جو فهمايعينان مستوى وحيدا وليكن ص . 


النقطتان د»و < المستوىص ١u.‏ النقطتان د»و < المستوى س 


Dass 
المستوى س ۸/ المستوىص د د و‎ .“. 


a a 
النقط أ»ب»ج 37 ل »ل 2 المستوى ص سه النقطة ب < المستوى ص‎ 


اد # هف 2 اه ا ایض 


.“.النقط د » ه›»9 د المستوى ص u.‏ كذلك النقط د »›» ه»› 9 د2 المستویى س 


Dass‏ ة 
النقطة ه23 د و ٠‏ النقط د ›»ه» 9 تقع على استقامة واحدة. 


في الشكل الجاور: 
Sma‏ 
س» ص مستويان متقاطعان في ل › 
د ه و مثلث تقع رؤوسه في المستوى ص . ص 
م 
nv‏ 
آ اب EE TSR CEE SI Ia‏ 
فاثبت أن: ر» ح » ط على استقامة واحدة . 


پڪ 


المعطيات: المستوى س /١‏ المستوى ص = ل »> 
النقط أ »ب »ج < المستوىس »› النقط د»ه›٠‏ < المستوى ص 
EEG. weg 4<} SSM oF {0} A‏ - }ط4 
المطلوب : إثبات أن النقط ر» ح» ط على استقامة واحدة . 
البرهان : 


۶ ء۶ . 
أ ب < المستوىس »› النقطة ر < أب .. النقطة ر < المستوىس. 


د ه < المستوىص › النقطة ر < د ه .. النقطة ر < المستوىیص. 
ap‏ 
النقطة ر < ( المستوى س ۸ المستوى ص ) .“. النقطة ر 3 ل 
Ds ۶‏ 
وبنفس الطريقة نثبت أن كلا من النقطتين ح» ط 3 ل 
Ds‏ 
النقط ر» حط <3 ل 
٠‏ النقط ر»ح» ط على استقامة واحدة. 


مثال | إذا كانت النقط أ » ب » ه تقع في المستوى س » والنقط أ » ب» ج 
ms‏ 


تقع في المستوى ص . أثبت أن المستويين س» ص يتقاطعان في أ ب 
النقط أء»ب »٠ه‏ تقع في المستوى س 
النقط أ » ب »ج تقع في المستوى ص 
اللطلوب : 
a ضÈ ٤‏ 
إثبات أن المستويين س » ص يتقاطعان في أ ب 
البرهان: النقطتان أءب < المستوىس. يه أب < المستوى س. 


1 جه 
النقطتان آ»ب < المستوىیص. سه أب <( المستوى ص . 


پھ 
أ ب < (المستوىس ۸ المستوى ص) 


mas 
المستويان يتقاطعان في مستقيم وحيد هو أ ب‎ .". 


قطعت أج المستوى س في النقطة ( ب ) . سم من أ» ج مستقيمان 


متوازيان قطعا المستوى س في النقطتين ه.د على الترتيب كمافي الشكل الاتي . 
أثبت أن النقط ه,ب» د تقع على استقامة واحدة . 


ج /١‏ المستوى س = إب) ,» 
ms‏ 
اھ /⁄/ دج › 
at‏ 
أ هھ ۸^ المستوى س اه4 ¢ 
ms‏ 
د ج ۸^ المستوى س }د1 U‏ 
المطلوب : إثبات أن النقط ه» ب» د تقع على استقامة واحدة . 
البرهان : 
e‏ چ 
ماأن هه /⁄/ دج فهمايعينان مستوى وحيدا وليكن ص . 
النقطتان أ»ج < المستوى ص سيه أج <( المستوى ص 
وما أن النقطة ب <2 ج سه النقطة ب < المستوى ص . 
.. النقط ه»ب»›د < المستوى ص . 
ومن العطيات هب »د 2 المستوى س . 
.. النقط ھه»ب»د و (المستوى س ١‏ المستوى ص ) 


.". النقط ه»ب»ءد تقع على استقامة واحدة . 


فى النقطة (د) » وأخذت نقطة (ه) < أ د ورسم هج يقطع المستوى 
س في النقطة ( و) . أثبت أن النقط د و »ب تقع على استقامة واحدة . 
1 


أ ج ۸ المستوی س = بإ « 

آد ۸ اتی س ا دل ‘ 
النقطةه < أد » 

هج ۸١‏ المستوىس = و) . 


المطلوب : إثبات أن النقط د »و »ب تقع على استقامة واحدة . 


البرهان: أ ج » زد متقاطعتان فتعينان مستوى وحيدا وليكن ص . 
النقطتان: ه » ج 2 المستوىص سيه هج < المستوى ص 
لكن النقطةو 3 هج سيص النقطة و < المستوى ص 
.". النقط د»و»ب < المستوى ص 

ومن المعطيات : النقط د»و»ب < المستوى س 

.. النقط د» و ءب < (المستوى س /١‏ المستوى ص) 


.". النقط د » و »ب تقع على استقامة واحدة . 


مثال 


النقطتان جب تقعان في جهتين مختلفتين 

من المستوى س . 

ج ب تقطع المستوى س في النقطة (د) » 

حیث: ج د = دب » رسم من ب » ج قطعتان 

مستقيمتان متوازيتان قطعتا المستوى س في النقطتين 
9 » ه على الترتيب كمافي الشكل ال جاور . 


١‏ ) أثبت أن النقط ه» د»و تقع على استقامة واحدة. 

. أثبت أن الشكل ه ج و ب متوازي أضلاع‎ )١ 

المعطيات : ج ب۸ المستوى س د لط د » جد=ددب » بو // جه »›» 
بو /١‏ المستوىس = او » جه ١‏ المستوى س = إه 

البرهان للفرع )١(‏ . 

ب و // ج هھ یعینان مستوی وحید ولیکن ص . 

النقطة ج < المستوى ص » النقطة ب < المستوى ص .. ج ب < المستوى ص 

لكن النقطة د < جب .. النقطة د < المستوى ص 

.. النقط ه» د»و < المستوى ص . 

من المعطيات : النقط ه» د» و < المستوى س . 

.. النقط ه د» و < (المستوى س /١‏ المستوى ص) 


.“. النقط ه؛ د» و تقع على استقامة واحدة . 


البرهان للفرع (۲ ) 

المثلثان ج هد دوب فيهما: 

۱) ق[ هجد- ق ل دبو (بالتبادل) 

)١‏ ق کإ ج ده = ق ۶إ ودب (بالتقابل بالرأس) 

۳) جد= دب (معطی) 

.". ۵ جهد »۸ دوب متطابقان وينتج أن : 
ج هھ د بو » ومعطی بو // جهھ 

د الشكل ه ج و ب متوازي أضلاع . 

أثبت أنه إذا تقاطعت ثلاثة مستويات مثنى مثنى 
في ثلاثة مستقيمات وتقاطع مستقيمان منها في نقطة 


فإن نقطة تقاطع هذان المستقيمان تنتمي إلى المستقيم 
الثالث . 
اللعطيات : 
س» ص » ع ثلاثة مستويات متقاطعة مثنى مثنى حيث : 
ب 
المستوى س /١‏ المستوىع = بال »> 
المستوى ص ۸ المستوىع 


ms 
›» المستویى س ۸ المستوى ص = جه‎ 


ء۶ ٤ء‏ Èض e‏ 
المطلوب : إثبات أن النقطة أ < جه 


ad ضÈ‎ at 
. البرهان: النقطة أ < بال ,بل هوخط تقاطع المستويين س» ع‎ 


)١(... النقطة أ < المستوىس‎ .٠. 
o ص«‎ ٤ 
. النقطة أ 3< ردك » دك هوخط تقاطع المستويين ص» ع‎ 
)١(٠.. النقطة أ < المستوىص‎ .١. 
. النقطة أ تنتمي إلى المستويين س» ص‎ .", )١(و)١(نم‎ 


.“. النقطة أ < (المستوى س ۸ المستوى ص ) 


جص 
.. النقطة أ 3 جه 


نظرية )١(‏ 
إذا وازى مستقيم خارج مستوى مستقيما في المستوى فإنه يوازي هذا المستوى . 


البرشان بالتناقض : إحدى طرق 4 
هف جهھ البرهان» حيث يتم فرض عدم 

أ ب خارج المستوى س » جد واقعة فى المستوى س » | صحة المراد إثباته » وأثناء 
استخدام الحقائق من نظريات 
ومسلمات جد تناقضا إما مع 
معطيات السؤال أو مع مسلمات 
ونظريات سابقة وهذا يؤكد 
عكس الفرض . 


البرهان ( باستخدام طريقة البرهان بالتناقض ) 
٤ ۳ 2‏ 
افرض أن أ ب ل يوازي المستوى س 
وعليه» فإنه يوجد نقطة مشتركة بين 
جه 


والمستوى س ولتكن ه. 
أ ه د مستوى » د نقطة فيه خارج ت : 


ms 
إذن بمكن رسم مستقيم يوازي أ ب من النقطة د ويقع في المستوى أاهد.‎ 


٤‏ جهھ 
إذن امكن رسم مستقيمين من النقطة د يوازيان أ ب وهذا يناقض المسلمة « من 
نقطة خارج مستقيم مكن رسم مستقيم وحيد فقط يوازيه » . أي أن 
يقطع المستوى س ومنه زب / المستوى س. 


إذا وازی مستقیم مستوی فإن کل مستوی مار 
بالمستقيم وقاطع للمستوى المعلوم يقطعه 
ms‏ 
أ ب / المستوی س 


=4 


المستوى ص ير بالمستقيم أب ويقطع المستوى س 
mm” = ms‏ 
في جد وحسب النتيجة يكون: أب //⁄/ جد 


آ٬ب‏ نقطتان في المستوى س > والنقطتان جد خارج المس توی س بحیث : 


اخ 7/7 اد » آج= ب د. برهن أن : جد / المستوى س . 


جح د 


العطيات : 
أب نقطتان في المستوى س . 
ج» د نقطتان خارج المستوى س بحيث : 


أ ج // ب د » أأجدبد. 


ثبات أن: ج ⁄ المستوى س. 


m= tp‏ 8 ءِ ةّ 
أ ج / بد ›» | ج= ب د إذن الشكل أب ج د متوازي اضلاع . 


2 المستوى س. 


جيه حه —- 
وعليه فإن: جد ⁄ أب » لكن أب 


جذ / المستوى س. 


٢ جو ا‎ ae R 

مثال | أب » جد» هو » ثلاثة مستقيمات متوازية و« تقع جميعها في مستوى 
واحد . أثبت أن أ ب يوازي المستوى الذي يعينه المستقيمان جد » هو . 
ا 


یات : 


ء۶ 


آ ب » جد » ه9 ليست واقعة فى مستوى واحد. 
اللطلوب : 
e‏ جه جه 
إثبات أن : أ ب يوازي المستوى الذي يعينه جد» هو . 
البرهان : 
Da‏ وھ 
حيث إن جد / هو فهمايعينان مستوى وحيدا وليكن س . 


m= e 
: وماان أ ب خارج المستوى س ويوازي جد الواقع في المستوى س فإن‎ 


7 7⁄4 المستوى س . 


ma 
ب‎ | 


am‏ جه س 
,". أب يوازي المستوى الذي يعينه جد» ه9 . 


تذكر: المستقيمان الموازيان لثالث في الفضاء متوازيان . 


| مثال] ج أب د أ ب مثلثان في مستویین مختلفین فإذا كانت س»ص»م »ن منتصفات 


جا » جب » دا» د ب على الترتيب فاثبت أن : 


mm” 
. س ص // المستوی داب‎ )١ 


. الشكل س ص ن م متوازي أضلاع‎ )١ 


ج أب » د أب مٹلثان لیسافی مستوی واحد. 


س ص مء ن منتصفات جا » جب 5 د بپ على الترتيب: 


e 2‏ 
المطلوب إثبات أن : )١‏ سص // المستوى داب. 
)١‏ الشكل س ص ن م متوازي أضلاع . 


البرهان : aS‏ 
فى المثلث أ ب ج: س منتصف جا » ص منتصف ج ب 
حم پپپ هه 
س ص ۔ ل أب » سص // أب )١(....‏ 
ms‏ 1 


ن a‏ 
لكن أ ب <2 المستوى دآب .*. سص // المستوى داب . (المطلوب أولا) 


في المثلث د أب :م منتصف دأ » ن منتصة د بپ 
١‏ ۰ء o‏ جه 
eae ٠‏ من 7/7 أب 0....() 


۳ ۱ ۳ 
من (۱)و(۲ )ینتج آن: سص / ٣ن‏ »› ھنو وي اپ 


« المستقيمان الموازيان لثالث في الفضاء متوازيان » 
في الشکكل س ص ن م: س ص = من » س ص // م ن 


.“. الشكل س ص ن م متوازي أضلاع . (المطلوب ثانيا) 


چ Ds‏ پڪ 
أ ب » جد مستقيمان متخالفان » رسم من النقطة (د) ده يوازي 


چ 
. برهن أن: أب / المستوى د جه. 
e mas am ٤‏ 
أ ب » جد مستقيمان متخالفان › دھ ۸ جد = اد4 
Ds ae‏ 
ده /⁄/ أب 


Dm. 
افطلوب: إثبات أن زب # الشستوى د جه کہ‎ 
: البرهان‎ 


ga aq 
. دھ » ج د متقاطعان فیعینان مستویى وحيدا ولیکن س‎ 


جه a qa‏ 
لكن أب / ده ده < المستوىس. 


. 
ET‏ / 1 لمستوى س . 


ء۶ 


= 
| ب 


4⁄ المستوى د ج ه. 


| ل ی رص دران مان ی أ ب » المستوى ع يقطعهمافي جد ›» ه و 


ms 
: على الترتيب » وكان أ ب / المستوىع . أثبت أن : جد / هھ و‎ 


Dm 


المستویى س ۸ المستوی ص - ا ب “ 

المستوى س ۸ المستوىع - جد '؛ 
sy‏ 

المستوى ص ۸ المستوىع د ه و 


U 


ء 


س 
أب / المستوىع 


المطلوب : إثبات أ ن جد 2 


البرهان : 


ma e Da 
ب / المستوىع » أ ب ( المستوى س » المستوى س ۸ المستوىع - جد‎ 


ب /⁄/ جد ....(۱) 


ء۶ 


ms 
أ ب / المستوىع »> أ ب 2 المستوى ص »› المستوى ص ۸^ المستوىع‎ 


ns 
(۲).... هو‎ 


من(۱)و(۲) 


sus ams‏ 5 ا ر 
ج ZAN‏ هھ و « المستقيمان الموازيان لثالث في الفضاء متوازيان » 


ز ب < المستوى س » م نقطة خارج المستوى س » سمت م أ »م ب 


ثم فرضت نقطة (ج )على م أ بحيث “” 


1 


¢ وفرضت نقطة (د) على م ب 


غ د - ا . أثبت أن جد // المستوى س. 
: ۵ 


بتناسب طولي ضلعين في المثلث 
الأول مع طولي الضلعين المناظرين 
لهما في المثلث الثاني والزاوية 
امحصورة بين الضلعين في المثلث 
الأول تطابق الزاوية المناظره لها 
في المثلث الثاني . 


العطيات : 
س» ص مستویان متوازیان » ع مستوی ثالث قاطع 


gag =‏ 
لهمافي أب » جد 
اللطلوب : 


ابات ان ب جة: 


البرهان : 
u‏ المستوى س » ج“ < المستوى ص 
ناسون من 7 الستوی ص ب آي + #يشاكفان. 
لكن أب » ج واقعان في المستوى ع . 
a ARNE‏ 
إذا كانت ( ن ) نقطة خارج المستويين المتوازيين س» ص» ومر بالنقطة ( ن ) 
مستقيمان قطعا المستوى س في أ» ب كما قطعا المستوى ص في ج» د . 


e‏ جه 
برهن أن أب //⁄/ جد . 


اللمعطيات : س »ص مستويان متوازيان» ن نقطة خارجهما 
ل , م يتقاطعان في ( ن ), ويقطعان المستوى س في »ب على الترتيب 
ويقطعان المستوى ص في ج »د على الترتيب . 


ل ,» م يتقاطعان في (ن) فهمايحددان مستوى 
وحيدا ولیکن ع . 


المستوى ع يقطع المستويين المتوازيين س» ص في 
آن مک غلی التب / 


جه E‏ 
". أب /⁄/ جد 


ms 1‏ 
سرض مستويان متوازيان» (و) نقطة واقعة بيتهما آي ر ج يقطعان 
المستوى س في أ» ج على الترتيب ويقطعان المستوى ص في بد على الترتيب 


ويتقاطعان فى النقطة (و). ثبت أن : آ9 _ أج . 


9ب دب 


المستوى س // المستوى ص » 
النقطة ( و) واقعة بين المستويين س» ص 


أب ۸ المستوىس أ » 
A‏ الستوى ص = اب) » 
جد ۸ المستوىس جج4 »> 
ج ۸ المستوی ص = ( د 4 ‘ 


أ ب » جد متقاطعان فيعينان مستوى وحيدا وليكن ع . 


ag 
اتقو ع بطع ال وین الت وازن سء صن في ج ا ۾ اة على اتترتیب.‎ 


و 
a‏ 


في المثلثين ج و أ» ب و د يكون : 


. المثلثان جوأ»ب ود متشابهان‎ e 


| مثال ] إذا انت ن نة نقطة خارج المستويين المتوازيين س» ص, ومر بالنقطة ن ثلاثة 
مستقيمات غير مستوية»فقطعت المستوى س في أ» ب »ج كما قطعت المستوى 
ص في د» هو . برهن أن : المثلثین أ ب ج» د ه و متشابهان . ن 
المستوى س // المستوى ص 


ن نقطة خارج المستويين س» ص . 
جو t= qm‏ 
ن د » لھه» ل0 و ثلاثة مستقيمات غير مستوية تقطع 
المستوى س في النقط أ ب »ج »وتقطع المستوى ص في 
النقط د» ه»و» على الترتيب . 


اللطلوب : 
إثبات أن المثلثين أ ب ج» د هو متشابهان . 


البرهان : 
کل مستقیمین مختلفين متقاطعين في ن من ا لمستقيمات 


الثلاث يعينان مستوى وحيدا يقطع المستويان المتوازيان س, ص في مستقيمين متوازيين 
ms‏ 


ء۶ 


جه جه جه وه o‏ 
.. أب /⁄/ ده » بج / هو» أج / دو 
.. المثلثان ن أ ب»ن د ه متشابهان 


سل 


.. المثلثان ن ب جن هو متشابهان سه 
.“. المثلثان نأ جن د و متشابهان سه 


1 أب _ بج 
من (۱)و(١)و(۳)‏ سه Br‏ 


الأضلاع المتناظرة في المثلثين أ ب جد ه و متناسبة . 


ا المثلثان أ ب ج» د ه و متشابهان . 


H7 


س» ص»ع ثلاثة مسثويات متوازية قطعت 
المستوى ص في ( ن ) كما في الشكل ال جاور . 
د ھے 
بج هوا 


۴ متخالفان 6« 
Ds‏ 
ل بقع استرات سن ضرع قي الفط ارب ج غل الترتب: 
amas‏ 
م يقطع المستويات س ص.»ع في النقط د»ه ,و على الترتيب »> 


: المستوى ص = م ن‎ ns 


جه هېه 
و متقاطعان في النقطة | فيعينان مستوى وحيدا وليكن ق . 
at ms‏ 
المستوى ق يقطع كلا من المستويين المتوازيين ص»ع في ب ن » جو على الترتيب . 
mas Das‏ 
.. بن / جو 


.. المثلثان أب ن » جو متشابهان . 


IT 


أ و » دو متقاطعان في النقطة و فيعينان مستوى وحيدا وليكن ك . 
جه سه 
المستوى ك يقطع كلا من المستويين المتوازيين س »ص في د أ » هن على الترتيب . 
dp ضÈ Ds‏ 
.. هن / دا 


.". المثلثان ونه و أد متشابهان . 


| مثال | س» ص مستویان متوازيان, م نقطة خارجهما. م أب» م ج د١‏ م ه و ثلاثة 
مستقيمات تقطع المستوى س في النقط أ»ءج»ه. والمستوى ص في النقط 
ب» د» و فإٍذا کان م أ: أب ۳:۲ وكان أ ج ٤=‏ سم» ج ھ١۲‏ سم) أ هھ = ۵ سم» 


فجد: أ) أطوال أضلاع المثلث ب د و . 


ب ) مساحة المثلث ب دو. 


المستوى س // المستوى ص 

م نقطة خارج المستويين س» ص . 
جه هېه سه 
مب » ه۳٣د»‏ مو ثلاثة مستقيمات تقطع ١‏ لمستوى 
س في النقط أ »ج ه» وتقطع المستوى ص في 
النقط ب»د» و على الترتيب » 

م 


ج ج ٤=‏ سم » ج ه= ٣‏ سم»› 


المطلوب : إيجاد أ) أطوال أضلاع المثلث ب د و . 
ب ) مساحة المثلث ب دو. 

: لحل‎ 
۴ om qÛ 

م ب » م د متقاطعان فیعینان مستوى وحیدا ولیکن ع 

at ms 1‏ 
المستوى ع يقطع كلا من المستويين المتوازيين س»ص في أ ج »›» ب د على الترتيب . 
.. ج // بد 


جه جه جه ېه 
وبالمثل يكون جه /⁄/ دو » هھ /⁄ بو 


.. المثلثان م أ ج»م ب د متشابهان 


م _ اج ٥ج‏ ےا 
م د ۵ 


المثلث ب د و قائم الزاوية في د أن : (2)- )4+ (1۰)" 


مساحة المثلث ب دو - ل( )3( ۷,۵ سھ'. 


مثال | ثل الشكل اجاور ثلاثة مستويات متوازية 
س ص, ع رسم القاطعان أ ب جد ه و فقطعا 
المستوى س في النقطتين أءد والمستوى ص في 
النقطتين ب» ه والمستوى ع في النقطتين ج› و . 
فإذا كان القاطعان في مستوى واحد :هل على 
المستويات الثلاثة» و ه١١‏ سم »وجد ١‏ سم 
هب = ۱۰ سمه د= ۵ سم . 


احسب طول كل من أد » أب » ب ج. 


1 حو 

أ ج دو في مستوى واحد ويقطعان المستويات المتوازية سء ص»ع . 
pi ms € 2‏ 

: أ د // ب هھ 7⁄4 ج و 


ڪڪ 


0 a EE Cae E 
. نرسم ج ط ي 1_ على کل من به »| د وتقطعهمافي طءي على الترتيب‎ 


المثلث ب ط ج قائم الزاوية : ( ب ج )= ( ب ط )+ (ط ج) - (£ )+ (۴)- ۲۵١‏ 


يمثل الشكل الجاور متوازي المستطيلات 
> آ» إذا قطع المستوى س أحرفه 


ص ت یت e‏ 4 
» ب بپ » جج »د د الجانبية في و»ز»ح ».ه 


على التوالي . أثبت أن الشكل ه و زح متوازي أضلاع . 


ل 4 ا 
ب أ متوازي مستطيلات › المستوى س قطع أحرفه الجانبية في و ز»ح» 


ا التوالي . 


إثبات أن الشكل ه و زح متوازي أضلاع . 
ب» ج ج دد في متوازي المستطیلات متوازيان . 
mas 9‏ 
المستوى س يقطع هنين المستويين في 9 ذز » هح على الترتيب ... فرضا 
© 


sas ms ara 
)۲(.... وبالمثل حذ/ هو‎ Cs E U O o 


من (۱) و( ) ينتج أن الشكل ه و زح متوازي أضلاع » وهو المطلوب . 
نظرية (۳) 
إذا تقاطع مستويان ورسم في أحدهما مستقيم يوازي المستوى الاخرء فإن هذا 
المستقيم يوازي خط تقاطع المستويين . 
اللعطيات : 
- 
المستوى س /١‏ المستوى ص - أب 
جد /⁄ المستوىس » جد < المستوى ص 


اللمطلوب : 


ms ara 
. إثبات أن جد /⁄ أب‎ 


البرهان : 
m=” ms‏ سڪ 
جد /⁄ المستوىس » جد < المستوىص » جد ۸ المستوىس - | 


- 
لكن ؤب < المستوى س 

جه جه 
لكن جد » أب يقعان في المستوى ص . 


ms‏ سوچ 
.". أب / جد 


ms 1‏ 
س »ص مستویان متقاطعان» رسم ا ب في المستوى س موازیا للمستوى ص»›؛ 
س a e‏ 
کما رسم ج د في المستوی ص موازیا للمستوی س . برهن أن : أ ب // ج د . 
ms‏ 
المستوى س ۸ المستوى ص = هو »> 


أ ب < المستوىس» أب /⁄ المستوى ص » 


جه جه 
ج د < المستوى ص» جد /⁄/ المستوى س › 


۰ جهھ سه 
ج د < المستوى ص» المستوى س ١‏ / المستوى ص = هو » جد /⁄/ المستوى س 


i m=” 
CV is . ت ج د // هھ و‎ 


Dm 
ب‎ | 


ms ~~‏ 
¡ ب < المستوى س » المستوى س ۸١‏ المستوى ص = هو » أب /⁄ المستوى ص 


ai ms 
» أب /⁄/⁄ جد . «المستقيمان الموازيان لثالث في الفضاء متوازيان‎ .",)١(و)١(نم‎ 


اذا ازى مستقيم مسترى ر ومر تاقح مسكوان قطان اللسترى العلومء 
فبرهن آن خطي تقاطعهما معه متوازیان . 


جهھ 
جهھ 

المستوى س ۸ المستوىص د أب » 

المستوى س ۸ المستوىع 

المستوى ص /١‏ المستوىع جد »› 


f Re pe ۶ 8‏ 
المطلوب : إثبات أن جد / هو. 


البرهان : 
Ds ۴‏ 
أب /⁄ المستوىع » أب < المستوىس , المستوىس ۸ المستوىع د هو 


ra at 
اا 77 هو ل(‎ 


و ms‏ 
أب /⁄ المستوىع » أب <( المستوىص » المستوى ص ۸ المستوىع 


ms‏ سل 
.. أب / جد ....(۲) 


جه س ف اتا م 
من(۱)و().. جد / هو. النستقيمان اللوازان لثالث قي القضاع متوازيان 


| مثال | أ ب نقطتان تقعان على مستقيم يوازي المستوى س . مر بالنقطتين مستقيمان 
متوازيان قطعا المستوى س في ج»د على الترتيب . أثبت أن : أ ج = ب د» أب = جد. 
aS‏ حه ,م جه هھ 
: أب / المستوى س › آ کے // ب د » پاد ۸ المستوی س = د)» 


Dmg 
المستوى س = إج4.‎ ۸١ أ ج‎ 
المطلوب : إثبات أن أ ج = ب د» أب = جد.‎ 


البرهان : 


ج /⁄ ب د فيعینان مستوى وحيدا وليكن ص . 
پڪ ape‏ 
أ ب // المستوى س » أ ب < المستوى ص » 


Dm 


المستوى س ۸/ المستوى ص - ج د 


Dm 


= 
. أب /⁄/ جد 


Dm 


ء 


۶ ۶ 
أب /⁄/ جد < .. أب جد متوازي أضلاع . 


۶ ۶ 
أ ج = ب د» أب = جد. 


Cp e‏ 4 حه نے 
ب / جد »أب يقع في المستوى س › ج د يقع في المستوى ص » 
۹ جه 
المستوى س والمستوى ص يتقاطعان في ھ9 . 


Dm 


۽ جه 
برهن أن : هو يوازي كلامن أب »جد . 


أ ب جد 
ms‏ 


المستوى س ۸ المستوىص = هو » 
ma m=”‏ 
أ ب < المستوى س » ج د < المستوى ص » 


Dm 


المطلوب : إثبات أن هو يوازي كلامن أب »جد. 


البرهان : 
۰ 


جه حه - 
ب < المستوىس» جد < المستوىص» أب /⁄/ جد 
a ms‏ 
ب / المستوى ص » جر /⁄ المستوى س. 


ms ms e 

ز ب < المستوىس , أب / المستوى ص » المستوى س ۸١‏ المستوى ص = هو 
a mas‏ 

.". أب /⁄/ هو . )١(....‏ 


Dm” 


Ep‏ لمستوى ص Fae‏ لمستوى س » المستوى س ١‏ / المستوى ص = هو 


جه جه 
ج د / هو . (CF) es‏ 


,۽ جوه ‏ حه يه 
من(١)و(١)‏ .". هو /⁄/ أب /⁄ ج 3 «المستقيمان الموازيان لثالث في الفضاء متوازيان » 


۳۸ 


أثبت أنه إذا وازى مستقيم مستوى» فالمستقيم الذي مر بأية نقطة من نقط 
المستوى موازيا للمستقيم المعلوم يقع بتمامه في المستوى . 
اللمعطيات : 
ليكن س المستوى المعلوم » أب مستقيم معلوم يوازي المستوى سء ج نقطة معلومة 
في المستوى س . 
المطلوب : إثبات أن المستقيم المرسوم من النقطة ج موازيا المستقيم أ ب يقع بتمامه 
في المستوى س . 
البرهان : 


چ 
ز ب والنقطة ج يعينان مستوى وحيدا وليكن ص . 


المستويان س ص اشتركا في نقطة ( ج ) فلا بد أن يتقاطعا 
e‏ © 
في مستميم دمرصهد ج د 


پڪ 


ب /⁄/ المستوى س (معطى) 
جه چو 
ب /⁄/ جد ( المستقيم ج د هو خط تقاطع المستويين س» ص ) 


.. جد يقع بتمامه في المستوى س . 
وما آنه # مکن رسم مستقيم اخرمن ج ويوازي أب فيکون جد هو 


المستقيم المرسوم من ج موازيا للمستقيم أ ب وواقعا بتمامه في المستوى س . 


أمثلة متنوعة 
لیکن أب ج مثلث» ن نقطة خارج مستواهء إذا كان هو ير منتصفي ن أء 
ن ب» وکان ع ط مر منصفي أ ج» ب ج أثبت أن ھو// عط . 
المعطيات :أب ج مثلث» ن نقطة خارج مستواه . 
هو تصل بين منتصفي ن »ثب ¢ 
المطلوب : إثبات أن هو /⁄/ عط . 
البرهان: قي انلك نآب تكون هو ⁄ إب اا 


القطعة المستقيمة الواصلة بين منتصفي ضلعين في مثلث توازي الضلع الثالث 
وطولها يساوي نصف طول الضلع الثالث . 


من(١)و(١)‏ .. هو //⁄/ عط . «المستقيمان الموازيان لثالث في الفضاء متوازيان » 
۴۹ 


| مثال | س» ص مستویان متوازیان» أب ج د »أه و قاطعان يقطعان المستوى س فى ب»› 
ه على الترتيب ويقطعان المستوى ص في جو على الترتيب» وصل ده فقطع 
المستوى ص في ( ن ) . أثبت أن : 

أ ) النقط و»ن »ج على استقامة واحدة , 
ب ) إذا کان أب = ٤‏ سم ب ج = ب ه = 1 سم » ج د۳ سم . احسب طول ون . 
1 
المستوى س // المستوى ص 
جه سه 
ا د 9/۸ -ط 
ج 
¡ د ۸ المستوى س = اب 
- 
أ د ۸١‏ المستوى ص = ج 
جه 
أ 9 ۸ المستوى س د اه4 

ج 

أ و ۸ المستوىص = و4 › د 
ده ۸١‏ المستوى ص = ان »> أب ٤=‏ سم )»ب ج = ب ه= ا سم» جد= ٣‏ سم . 


المطلوب : إثبات أن أ) النقط و»ن» ج على استقامة واحدة . 
ب ) إيجاد طول ون . 


m= 
. أ د » أ و متقاطعان فيعينان مستوى وحيدا وليكن ع‎ 


ms 
المستوىع ۸ المستوىص - وج‎ 


: )١ ( البرهان للفرع‎ 
ms 


الققطتان ف < اسيع حه ده < اسيع 
تكن اوا د ده سه إن < الستوىع 
.“. النقط و»ن»ج <9 المستوىع 
كذلك النقط و»ن»ج < المستوى ص 
٠,‏ النقط و»ن»ج < (المستوىع /١‏ المستوى ص ) «المستويان يتقاطعان في مستقيم » 
٠“‏ النقط و»ن»ج على استقامة واحدة . 
الفرع (ب). 
المستوى ع يقطع المستويين المتوازيين س» ص في هه ب » و ج على الترتيب . 


ؤه ge Era e‏ 
۰ هت // وج » هاب /⁄/⁄ نج «النقط و»ن»ج على استقامة واحدة.» 


Ù 9‏ = 0= ۳ سم . 
| مثال | آبہ ج دءھ و ثلاثة مستقیيمات متوازية ليست في مستویى واحد» قطعها 
المستوى س في النقط ل»م.»ن»وقطعها مستوى اخر مثل ص في النقط ط٬ق»ر‏ . 
فإذا كان المستوى س // المستوى ص . فأثبت أن المثلثین ل م ن» ط ق ر يتطابقان . 


= س 
EE Sa WY‏ 
سڪ fp‏ 


ع ms‏ 
آ ب » جد »هو ليست في مستوى واحد. 


المستوى س // المستوى ص »› 
= جه جه 
المستوى س يقطع المستقيمات أ ب »جد »هو في النقط ل» م» ن على الترتيب» 
ms‏ 


حه جه 
ستو ص بقطع الستقيمات | ب + جد +« هو في النقط طرق رعلى الترتيب» 


المطلوب : إثبات أن المثلثين ل م ن» ط ق ر يتطابقان . 


البرهان : 
as‏ 
ب » ج د متوازیان فیعینان مستویى وحیدا ولیکن ع . 
حه هه 
المستوى ع يقطع المستويين المتوازيين س»ص في لم » طق على الترتيب . 
Da e SS SEA‏ 
.. لم /⁄/ طق »› لكن أب / جد 
.. الشكل ل ط ق م متوازي أضلاع . 
وبالمثل يكون م ن = ق ر» ل ن = ط ر. 
.. المثلثان ل م ن» ط ق ر يتطابقان لتساوي أطوال أضلاعهما المتناظرة . 
E 8 e `. ۴ 1‏ 
مثال المستويان س »ص متقاطعان في ل » النقطة(١)‏ خارج المستويين» رسم 
ms ara‏ 
املستقيمان ب أج » دأه فقطعاالمستوى س في النقطتين ب»د على الترتيب 
وقطعا المستوى ص في النقطتين جف على القيت, ااعلفت ان وة جه 
ليسا متوازيين . أثبت أن ب د » جه يتقاطعان في نقطة (و) تنتمي للمستقيم ل . 


العطيات : 

Drs 
›“ المستوى س ۸ المستوى ص = لل‎ 
» النقطة( أ) خارج المستويين س» ص‎ 


AES 


حا 4ے * 
ب ج يقطع المستويين س»ص في النقطتين ب» ج على الترتيب » 
د هھ يقطع المستويين س»ص في النقطتين د » ه على الترتيب . 


a aq 
. ب د » جهھ ليسا متوازیین‎ 


4 ٤ء a «a‏ 
المطلوب : إثبات أن باد » جه يتقاطعان في نقطة ( و) تنتمي للمستقيم ل . 


البرهان : 
e‏ هه متقاطعان في النقطة ( )١‏ فيعينان مستوى وحيدا وليكن ع . 
.. النقط بء د»ج»ه 3 المستوىع . 
ms ms‏ 
.". بد (<المستوىع » جه <( المستوىع 


بد » جه ليسا متوازيين ويجمعهما المستوى ع ( أي ليسا متخالفين) . 


د ر جه بتقاطعان فى نقظة تقرضها آو) 
ادو < المستوىس » هجو < المستوى ص 
.". 9 < المستوىس > < المستوى ص 
“. 9 < (المستوىس ١‏ المستوى ص ) 
TD}‏ « خط تقاطع المستويين س» ص » 

في الشكل الجاور: 


س ص مستویان متوازیان . 
0 چ 
النقط أ» بج < المستوىیس » ج 2 أ ب 
- 
النقط د»ه.و < المستوىص » و 2 د هھ 
جه په 
أ ب / ده . 


إذا تقاطع المستويان وأب» ج دهفي من 


غ غ mms‏ 
فاثبت أن : م ن يوازي كلا من المستويين س» ص . 


PTT 


الجحل : 


e ap e 2 pfe 
ّف < المستوى وأب ¢ د ه 2 المستوى ج ده » أ ب 7⁄4 د کے‎ 


e‏ جه ٤ء‏ إذا وازی مستقيم خار” ت 
إ ب // المستوى ج ده . ده / المستوى واب ی ا 
فا انى : 
ٍ ۰ 
لكن المستوى وآأب /١‏ المستوىجده- ٣ن‏ إذا تقاطع مستويان ورسم في احدهما مستقيم 
ف يوازي المستوى الاخرء فإن هذا المستقيم يوازي 
.". من يوازي کلامن أب » ده خط تقاطع المستويين . 


وه mas‏ 
لكن أب 7 المستوىس .,'. من / المستوىس )١(...‏ 


ms lee 
)١(...ص لكن د ه < المستوى ص .'. من / المستوى‎ 


ms 
. لمستويين س» ص‎ ١ .من يوازي كلا من‎ )(و)١۱(نم‎ 
مثال | سر یس» چ ثلاثة ا متوازية « کک‎ | 
: توا ى انط ده‎ 


يقعان في مستوى واحد وكان ھ 


المستوى س // المستوى ص // المستوى ع . 


ء٤‎ mys 

ل يقطع المستويات س» ص»ع في النقط أ» ب» ج على الترتيب 
e‏ 

م يقطع المستويات سء ص»ع في النقط د» هو على الترتيب . 

¢ أ د = سم » جو ۱۳ سم . 
E‏ 
Sas‏ جه س 

لم 


. ص» ع في أ د » به جو‎ SCRE E 
Pa rr DS 
5 aS و 2 ا‎ af جه‎ 
. الشكل ك ن و ه متوازي أضلاع وكذلك الشكل أ ك ه د متوازي أضلاع‎ 


.. ك ه= ن و أد سم » جن = جو ن و ۱۰۲-۱۳ سم. 


.. المثلثان أب ك »أ جن متشابهان . 


Pfr 


ب هھ = ب ك + ك هھ = += ۷ سم . 


8 ج TS a‏ 
آ ن » جد ففقيمان متخالقان : وضصل 7ة قم فرضت هاه فة مل ن 
جه جه جه جه ¿٠٨٠‏ 
فإذا رسم من هذه النقطة نه // أب » نو / جد .فاثبت أن المستوى ن هو 


جه يه 
یوازي کلامن إ ب ۾ جد 


go qq 

أ ب » ج د متخالفان» النقطة (ن) < بد 
Èض ad‏ جه سا ms‏ 
ن هھ // أب »نو / جد. 


المطلوب : 


Dm 


ت ء mm‏ 
إثبات أن المستوى ن هو يوازي كلامن أ ب » ج د 
البرهان : 


جه ول سول a‏ 
أ ب /⁄/ نه , نه < المستوىنهو ٠.‏ أب / المستوى نهو ...() 


mms س‎ ms mms 
)(... جد / المستوى نهو‎ ٠. جد / نو » نو <( المستوىنهو‎ 


ه e aq‏ 
من(١)9و()‏ .. المستوین هو يوازي کلامن أب » جد 


أ ب » جد مستقيمان متخالفان يوازيان المستوى س ويقعان في جهتين 


مختلفتين منه» فإذا قطعت أج»› ب د المستوى س في النقطتين ه» و على 


مثال 


أ ب » ج د متخالفان ويوازيان المستوى س »› 


وان فى ون ماعو م 7 
أج ۸١‏ المستوى س ١‏ إه » بد ۸ المستوى س - إو 


آھه _ ب و 
29 


ms‏ ۶ 8 ڪڪ 
جد / المستوى س»ومر به المستوى ج دا الذي يقطع المستوى س في هم. 
EES‏ 
و المثلثان أ ه م» أ ج د متشابهان . 
جه aE‏ - 

وبالمثل أ ب //المستوى س»ومر به المستوى أ ب د الذي يقطع المستوى س في م و. 

ات #مة 
٤‏ المثلثان م د و» أ د ب متشابهان 


پټ و 


من(۱)و(۲) .۰ 


أ 

ھ ج و د 
مثال أب ج د هرم ثلاثي رأسه ( )١‏ وقاعدته المثلث ب ج د»رسم المستوى ل م ن ه 
بحیث یوازي کلامن اجب د فقطع أب آدج ب»ج د في النقط ل» هھ م» ن 
على الترتيب كمافي الشكل الجاور. أ 

أثبت أن المستوى ل م ن ه يقسم 

أ ب» أ د»ج ب» ج د إلى أجزاء متناسبة 


أب ج د هرم ثلاثي » رسم المستوى ل م ن ه يوازي كلا من 
الحرفين المتخالفين أ جب د ويقطع الأحرف أب» أد, جب»جد في النقط ل»ه 


ms ms‏ ء 


ms 
المستوى ل م نه-= ل م‎ /١ المستوى أب ج‎ 
جه = چ‎ 
أج // لم سه أج /⁄ لم كذلك وبنفس الطريقة‎ .". 


وبالل كرون زه ر بد »۾ من رة 


.". امثلثان أب ج ل ب م متشابهان: أك . حم 


ب هب 


المثلثان ج م ن» ج ب د متشابهان : جم ت 
مب ند 


T0 


مثال | أب ج د هرم ثلاثي رأسه ( )١‏ وقاعدته المثلث ب ج د»رسم المستوى ل من ه 
بحیث يوازي كلا من أ ج٬ب‏ د فقطع آبہ أدج بج د في النقط ل» ه» م» ن 
على الترتيب كما في الشكل اجاور . 1 
أثبت أن الشكل ل م ن ه متوازي أضلاع . 


أب ج د هرم ثلاثي » رسم المستوی ل م ن ه يوازي كلا من ى 
الحرفين المتخالفين أ ج »ب د ويقطع الأحرف أب» أ د 
ج ب» جد في النقط ل» ه»م» ن على الترتيب . 
المطلوب : إثبات أن الشكل ل م ن ه متوازي أضلاع . 
البرهان : 
جل ms‏ ء۶ 
أج /⁄ المستوى ل م نه » ج < المستوى أب ج 
ء ms‏ 
الملستوى أب ج /١‏ المستوى ل م نه-= لم 


جه سه ڪڪ س ES‏ 
.". أج // لم سه إأج / لم ...(١)وبنفس‏ الطريقة ج / هن )١(...‏ 


من(۱)و(۲) .۰ لم / هن . ..(*) «المستقيمان الموازيان لثالث في الفضاء متوازيان » 


ب د /⁄ المستوى ل م نه » ب د (<المستوىب جد» 


mms 
ن٣ المستوى ل م نهد‎ /۸١ المستوى ب جد‎ 


جه mas‏ ڪڪ 
بد // م٣ن‏ سه بد / هن )١(...‏ وبنفس‌الطريقة باد // له...(£) 


من(۳)و(٤)‏ .: من // له . ..( **) < المستقيمان الموازيان لثالث في الفضاء متوازيان » 


من (*)و(**) .'. الشكل ل م ن ه متوازي أضلاع . 
«لأن كل ضلعين متقابلين فيه متوازيان ». 


۲1 


التعامد 
درسنا الأوضاع الختلفة لمستقيم ومستوى في الفضاء » وعلمت أن المستقيم قد يكون 
موازيا للمستوى » أو يقع بتمامه في المستوى » أو يكون قاطعا له في نقطة . وفي حالة 
ما إذا كان المستقيم قاطعا للمستوى» فإنه قد يكون عموديا عليه أو مائلا. 


تعريف : 

يكون المستقيم ل عموديا على المستوى س( أو المستوى س عموديا على المستقيم ل ) 

إذا كان المستقيم ل عموديا على جميع المستقيمات الواقعة في المستوى س . 
e‏ 

ونعبر عن ذلك بالرموز كالاتي: ل ل المستوى س 


ففي الشكل الجاور : 
era Ds‏ 
a‏ لمستوى س أ4 « ل ل المستوى س 
وهو بذلك عمودي على كل المستقيمات ي»م»ن»ك ... 
الواقعة في المستوى س . 


نظرية )١(‏ ( دون برهان ) : 
المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين في مستوى يكون عموديا على مستواهما. 


ففي الشكل الجاور : 

م»ي مستقيمان في المستوى س ومتقاطعان في 
النقطة ( )١‏ والمستقيم ل عمودي على كل منهما 
من النقطة ( أ) فيكون : ”ل المستوى سن 


۷ 


وبشکل عام : 
المستقيم العمودي على مستوى يكون عموديا على كل مستقيم فيه . 


مل انكل اهاور ئة قط رها آب ج تقطة على الذاتة 
حيث ج د تعامد مستوى الدائرة . 


ثبت أن : ج ا المستویى د ج ب 


ب قطرفي دائرة » د ج يعامد مستوى الدائرة . 


ب : إثبات ت أ ن اج يعامد المستوى د ب ج 


تق ة ئرة» اذن المثلث أ ب ج قائم الزاوية فى ج( الزاوية | ة فى الدائرة 
ب قطر في الدائرة» إذن المثلث أب ج قائم الزاوية في ج( الزاوية الحيطية في الدائر 
—— 


والمقابلة للقطرهي قائمة ) أي أن ؤج ل بج )١(...‏ 


مان دج سام ستو الذائرة ادن وج ج ا 


من(۱)و(۲) ج عمودي على كل من بج جد 
( بج » جد متقاطعتان» ومحتوتان في المستویى د ج ب) 
8 زج عمودي على المستویى د ج ب . 
| مثال ]| أب ج مثلث قائم الزاوبة في ب» د نقطة ليست في مستوى هذا المثلث, بحيث 
ان ب د = ب أ» دج = جا . أثبت أن ج ب يعامد مستوى المثلث أب د. 

اللعطيات : أ 

أب ج مثلث قائم الزاوية فى ب» د نقطة ليست فى مستوى هذا المثلث 

بحيث إن ب دب أ» دج دجأ . 

الطلوب : 

إثبات أن ج ب ل مستوی المثلث أب د 

البرهان : 

بما أن المثلث أ ب ج قائم الزاوية في ب 


كذلك ( ب جا = (جأا)'_ (بل' 


= (دج)آ ‏ ( ب د)؟ ( أن ب د = ب أ دج=جاأ) 


.. ( دج = (ب ج )+ ( ب د) 5s‏ ق 5 د ب ج 


. من(۱)و(١)‏ جب عمودي علی کل من ب أ» ب د. 


( ب أ ب د متقاطعتان» ومحتوتان في المستوى أب د ) 


و جنا مستوی الد لمثلث أ ب د 


| مثال | أ ب ج مثلث قائم الزاوية في ب . أقيم من ( ج) عمود على مستوى المثلث وعينت 
= ج د = ۲ ب ج أثبت أن أ د ۳ب ج. 


النقطة ( د ) على هذا العمود بحيث أ ب = ج ب جأ 


العطيات : 
أ ب ج مثلث قائم الزاوية في به د نقطة خارج مستوى المثلث › 
r. —‏ 1 
جا مستوی المثلث أب ج » آ ب = جد= ۲ بج 
البرهان : 
ل مستوى المثلث أب ج , أج < المستوى أب ج 


.". المثلث د جأ قائم الزاوية فى ج 


ia MED 


(آب + (ب ج )+ (جد) 


( ۴ب ج)+ (باجا + )٣ب‏ ج)ا 


٩ =‏ (ب ج)' 


آ د ۲ ب ج 


أ ب ج مثلث قائم الزاوية في ب الفط د وفروكة حارج واه وعلي 
أبعاد متساوية من رؤوسه»› فإذا كانت (ه) منتصف أ ج » فأثبت أن a‏ 


يعامد المستوى أب ج. 
سبد 4 
1 ج 


أ ب ج مثلث قائم الزاوية في ب . النقطة (د) خارج مستوى 
المثلث أب ج » د أ= دج دب » النقطة (ه) منتصف أ ج a‏ 


ل أ ج = أ ه طول القطعة المستقيمة الواصلة بين رأس القائمة ومنتصف 
آ الوتر يساوي نصف طول الوتر. 


...)1( ( ده متوسط في المثلث المتساوي الساقين أد ج ) 


المثلثان أه د »د هب فيهما: أأه - به »› أ د ب د» ده مشترك 


.. المثلثان أ هد »د هب متطابقان 


من(١)و(١)‏ .". ده عمودي على كل من أج »هب التقاطعتان والحتوتان في 


.. ذه 1 المستوى أب ج 
مثال | أب جد هرم ثلاثي فيه أب = ب د» أج = جد 
ه منتصف أ د (انظرالشكل الجاور) . 


أ د يعامد المستوى هب ج 
1 


ب ) أد یعامد ب ج 


1 لمعطیات : أب ج د هرم ثلاثي فيه أب = ب د »أ ج = جد» ه منصف أ د . 
المطلوب إثبات أن: أ) أديعامد المستوى هب ج 


1 
ب ) أد یعامد ب ج 


البرهان : 


في المثلث المتساوي الساقين أ جد تكون فيه جه قطعة مستقيمة متوسطة 


جهھ ل أد ....(۱) 


في المثلث المتساوي الساقين أب د تكون فيه ب ه قطعة مستقيمة متوسطة 


اها أ5 CFs‏ 


من (١)و(١)‏ .". أد عمودي على كل من ب ه» جه المتقاطعتان والحتوتان في 
المستوى هب ج 


د ا المستوى هب ج (المطلوب في الفرع ( ))١‏ 


E ‘‏ المستوى هب ج 


آقيم من مركز دائرة عمود على مستواها» ثم فرضت أي نقطة عليه مثل (ن)» 
إذا كانت أ» ب نقطتين على الدائرة أثبت أن :ن أ = ن ب . 
اللعطيات : 
ن م عمودي عل مستوی الدائرة التي مركزها النقطة (م )» 
أ »ب نقطتان على الدائرة . 
الطلوب : إثبات أن ن أ = ن ب . 


البرهان : 
نم ل المستوى أم ب » مإ مب < المستوى أ م ب 


۾ نم 1 مب و ق من = ق و ب من = ۹٩۰‏ 


المثلثان أم ن» ب م ن فيهما: أم = ب م (أنصاف أقطار) » نم مشترك» 
ق أمن - ق وإ ب م ن = ۹٩۰‏ 
.". المثلثان أ م ن» ب م ن متطابقان . 


.“. ن أّ= نب 


مثال | أب جد مستطيل أقيم على مستواه عمود من ( د )» ثم فرضت عليه نقطة 


rs f ۲ . 1‏ ۲ 
مثل ( ن ) برهن آ ن ( ن ب ) =( ن د )ې( دا)+(دج) 


أ ب ج د مستطيل» ن نقطة خارج مستواه » 


ند ا مستوى المستطیل أ ب ج د 


برهان أن (ن ب« (ن د )لو( د أ)أو(د جا 


2 المثلث ن د ب قائم الزاوية فى (د) 
المثلث ب أد قائم الزاوية في أ 


u.‏ یر 
( ن ب ) = ( ب د) +(ن د) غ 2 
(ب د)=(دأ)آ+( أب" 


( ن ب )= ( د )+( أب )+(ن د 


sf .‏ ۲ 
لکن باد د)2 نب )2 (ن )دا )ردج 
مثال 


کک جک )ا 
= ( 401( ۰(۸" 
د 


ج = ۲۰۰ ٣۱۰‏ سم 


FF 


أ ب ج د مستطيل في المستوى س يتقاطع قطراه في النقطة ( م ) 
مط ا مستوی المستطیل » أثبت أن : ط أ= ط ب = ط ج = ط د . 


أب ج د مستطيل يتقاطع قطراه في النقطة ( م )» 
م ط 1 مستوى المستطيل 


اللطلوب : 
إثبات أن ط أ = ط ب = ط ج = ط د . 


البرهان : 
قطرا المستطيل متساويان في الطول وينصف كل منهماالاخر .. أم= ب م= جمدم 


مط ل مستوى المستطيل » اج » بد < مستوى المستطيل 
e ET‏ 
٠"‏ ق أمط- قل ب مط - ق جمط - قل دمط۔ .%۹ 


المثلثات القائمة أم ط› ب م ط» ج مط « دم ط متطابقة ( ضلعان وزاوية محصورة بينهما 
حيث ٣ط‏ مشتركة في المثلثات جميعها) 


.. ط أ = طب = ط جد ط د. 


(م) مركز دائرة تقع في المستوى س» أ ب وتر في هذه الدائرة» ( ج ) منتصف أب . 


رسمت م د 1 المستوى س . أثبت أن أب ل المستوى م جد 
العطيات : 


(م) مركز دائرة تقع في المستوى س , أب وترفي هذه 
الدائرة » النقطة ( ج ) منتصف أب » 


أ ب وترفي هذه الدائرة» النقطة (ج) منتصف هذا الوتر ٠.‏ مج پا 0 
« المستقيم الواصل بين مركز دائرة ومنتصف وتر فيها غير مار بالمركز» يكون عموديا على الوتر » 


ء 


مد ا المستوىس » أب < المستوىس .. مد 1 أب )١(....‏ 


من(١)و(١)‏ .". أب عمودي على كل من م د )٣ج‏ المتقاطعتان والحتوتان 
في المستوى م ج د 


أ ب 1 المستوى م ج د 


نظرية (۲ ) ( دون برهان) : 

الأعمدة المقامة من نقطة على مستقيم تقع جميعها في مستوى واحد. 
نظرية (۳) 

المستقيمان العموديان على مستوى واحد متوازيان . 


a 
أب » جد عموديان على المستوى س ويتقاطعان‎ 


نرسم ده في المستوی س بحیث يكون عموديا على ب د 
البرهان : 
نصل آ8 أه» ب هھ 
(أه)'- (أب) + (به)' (الزاوية أب ه قائمة) 
(أب) + (ب د)آ+ (ده)' (الزاوية ب ده قائمة) 
= (أد) + (دھ)' 
إذن الزاوية أده قائمة وعليه أد » دج دب تقع في مستوى واحد لكونها عمودية 
جميعهاعلى ده من نقطة واحدة . ( نظرية ۲ ) 


ےم ۾ 
أب » جد واقعان في هذا المستوى وعموديان على دب 
) المستقيمان المستويان العموديان لئ مستقيم واحد متوازیان ( 


ہے 
إذن ب // جد » وهو المطلوب . 


إذا توازى مستقيمان وكان أحدهما عموديا على مستوى» فإن المستقيم الاخر 
يكون عموديا على المستوى نفسه . 


المستقيمان الموازيان مستقيم ثالث في الفضاء متوازيان . 


FFF 


في الشكل اجاور إذا كانت أ١‏ 1 
_ ٍ 


من(۱١)و(؟)‏ .". 
مثال أ ب ج مثلث» اختيرت نقطة (ه) خارج مستوى المثلث أ ب ج بحيث كان أ ه 
عمودیا عل کل من أب )أ ج» فإذا كانت (و) منتصف أب » (م) منتصف 
هب . أثبت أن : و م تعامد المستویى أب ج. هھ 
المعطيات : 
أب ج مثلثء النقطة (ه) خارج مستواه » أ 


لكن وم 7 اھ « القطعة المستقيمة الواصلة بين منتصفي ضلعين في مثلث توازي الضلع الثالث » 


وم 1 المستوى ا ب ج «إذا توازی مستقیمان وکان أحدهما عموديا على مستوى» فإن المستقيم 
الاخريكون عموديا على المستوى نفسه » 


E: 


8 ۾ ج 
| مثال] إذا كان م » ل متوازيين والنقطة ( ب ) خارج مستواههما. رادم ب ج 
وه ۾ 2 ء 
يعامد ٣‏ في نقطة (ج )»ورسم أج يعامد ل في نقطة ( )١‏ .(انظرالشكل الاتي) 


وېي 
. ء۶ 
و ا 


« المستقيم العمودي على أحد مستقيمين متوازيين يكون عموديا على الاخر» 


لکن کا ۾ افرص د( 
ا 7 و 
من(١)و(١)‏ .". م٠‏ عمودي على كل من المستقيمين المتقاطعين |ج ›» ب ج 


أ ج قطر في دائرة» ( د ) نقطة على الدائرة» (ه) نقطة خارج مستوى الدائرة 
> 2 پے۾ و 
رسم د ه عمودیا على أ د» ثم رسم جن موازیا لاد .اثبت ان جن | المستوى هدج 


أ ج قطر فى دائرة» ( د ) نقطة على الدائرة» 
ت ٤<‏ بے e‏ 
آه ا شطة عاج مستوى الات 5 ل اه وة #2 اد 
اللطلوب : 
ےم 


إثبات أن جن | المستوى هدج 


البرهان : 
« زاوية محيطية مرسومة على القطر» 


ف اوج چ 


اوا د ج 


Cet‏ ر ا ده ...(۲) (بالفرض) 


من (١)و()‏ .. 


۽ ےم 7 بے 
وماآن جن ⁄ أد .. جن 1 المستوى هدج 
ا 2 2 چے ا 
مثال أب ج د شبه منحرف فيه أد /⁄ ب ج » رسم العمودان هأ» ود على 
مستوى شبه المنحرف د بحیث کان هأ= و د . أثبت أن هو توازي مستوی شبه 


۹ ٠ 
9 المنحرف أب جد. و‎ 


e ۹‏ 2 جي 
أب ج د شبه منحرف فيه ر // ب ج» 


هأ 1 المستوى أب جد » ودا المستوى أب جد 
.". هأ // ود «المستقيمان العموديان على نفس المستوى متوازيان » 
كذلك هأ= ود .". الشكل أد وه مستطيل . 


.". هة // أد وماأن هو م المستوىأب جد» أر < المستوىأب جد 
2 « إذا وازى مستقيم خارج مستوى مستقيما في 
هة // مستوى شبه المنحرف أب جد. المستوى فإنه يوازي هذا المستوى » 


تعریف 


إن الخاد نصفي المستويين س» ص يسمى زاوية زوجية »ويرمز للزاوية الزوجية بأربعة أحرف »بحيث 
يمثل الحرف الأول نقطة في أحد نصفي المستويين والحرف الرابع نقطة في النصف الاخر, أما 
الحرفان الأوسطان فيمثلان المستقيم المشترك بين المستويين . 
وم 
ويسمى كل من نصفي المستويين س »ص وجها للزاوية الزوجية» ويسمى المستقيم أ ب الناج 
J‏ 


a 


۹ وج 
الزاوية الزوجية (أءجد» ب) الزاوية الزوجية ( هأ ب» و) 


قياس الزاوية الزوجية 


خذ أية نقطة على حرف الزاوية الزوجية مثل (ن) . 
خخ وم چے۾ 


ارسم نل 1 أب في المستوی س ثم ارسم ن م | أب 
في المستوى ص كمافي الشكل الجاور. 


چ 
فيكون قياس الزاوية الزوجية ( ل أ ب »م ) هو قياس الزاوية المستوية ل ن م . 
تقاس الزاوية بين مستويين بقياس الزاوية الزوجية بينهماء وإذا كان هذا القياس ۹٠0‏ فإن 


المستويين متعامدان» وبالعكس إذا كان المستويان متعامدين» فإن قياس الزاوية الزوجية 
بینهما °٩۰‏ . 


)٤( نظرية‎ 


إذا كان مستقيم معلوم عموديا على مستوى معلوم » فكل مستوى يحوي ذلك 
المستقيم يكون عموديا على المستوى المعلوم . 


ےم 
أب عمودي على المستوى س ويلاقيه في النقطة ( ب )» 
ج و 

المستوى ص يحوي أ ب ويقطع المستوى س في جد . 
المطلوب : 
إثبات أن المستوى ص عمودي على المستوى س . 
العمل : 

چپے وپ 
ارسم في المستوی س ب ه 1 جد . 
البرهان : 
a Dard‏ سے 
أب 1 المستوىی س .. أب 1 ج كذلك به ا جد (بالعمل) 

وچ 


٤‏ م ج ج پے 
۰ جد ا المستوى أب ه ( ن جد عمودي على کل من أب » ب هھ ) 


إذن قياس الزاوية أ ب ه هو قياس الزاوية الزوجية بين المستويين س» ص . 

لكن الزاوية أب ه قائمة »لان أب | المستوى س» فهو عمودي على به . 
إذن المستوى ص عمودي على المستوى س لكون الزاوية الزوجية بينهما قائمة . 
وهو المطلوب . 


أب ج مثلث قائم الزاوية في ( ب ) » 


أ د 1 مستوى المثلث أ ب ج. أثبت أن المستويين أ د ب» 
ب ج د متعامدان . 


أب ج مثلث قائم الزاوية في (ب) » أد 1 مستوى المثلث أب ج. 


اللطلوب : 
إثبات أن المستويين أ د ب » ب جد متعامدان . 


(Jite‏ (#ن بج 2 المستوى أب ج) 


من (۱)و(۲) 
.. ب ج عمودية على كل من أد > أب المتقاطعتين والحتوتين في المستوى أب د . 


ب ج 1 لمستوی أ ب د 
وماأن بج < المستوىب جد .. المستوى ب جد ا المستوى أدب 


مثال أب ج د مستوی » أ9 1 المستوى أب جد 


أثبت أن : المستوى أ ود 1ا المستوی أ ب جد 
اللعطيات : 
أ ب ج د مستوی » أ9 1 المستوى أب ج د 
إثبات أن المستوى أ ود 1 المستوى أب جد 
البرهان : 
أ9 ا المستوی أ ب ج د « أو < المستوى أ ود المستوی أو د ا المستوی أ ب جد 


2 چے۾ 
مثال أ ب» ج د متخالفان ومتعامدان »› ب ج 
أثبت أن : المستوى د جأ 1 المستوی اأ ب ج 


ہے ء ہے : 
جد عمودي على کل من آب» ب ج ( بالفرض ) 


خد 1 المستوى أب ج « لکن جد 27 المستوى د جا 
.". المستوى دجأ ل المستوى أب ج 


نظرية ( £ ) ( دون برهان ) : 
إذا تعامد مستويان» فالمستقيم في أحدهما العمودي على خط تقاطعهما يكون 
عموديا على المستوى الاخر. 
مثال | مثل الشكل الجاور المنشور الثلاثى القائم أب جدهو أ ج 
الذي قاعدته المثلث د هو › اقه 2 اد ے ‏ 
ثبت أن و ز ا1 المستوى أ د هب . 


المستويان د هو » أد ه ب متعامدان ( خواص المنشور الثلاثي القائم )و ده خط 

وماأن 9ذ 1 ده بالفرض» وز <( المستوىدهو 

8 وز ل المستوىأدهب 

مثال أ ب وترفي دائرة مركزها (م)»ء المستوى د أب عمودي على مستوى الدائرة 
فإذا كانت (ن) منتصف أ ب فأثبت أن من | المستوى دأب. 


آب وتوقی اتر مرکرها (م « سکوی د أب ا مسترى الةم به 
اقا وقضف ات 
المطلوب : إثبات أن من 1 المستوى د أب 
البرهان : 
ات وی اا اتی ا م آنا :ان 
وما أن المستوى د أب ل مستوى الدائرة م أب » من عمودي على خط تقاطع المستويين 


د أب» مأب 


من ا المستوى د أب 
A‏ 


أمثلة على التعامد 


مثال 
مه 

إِذا کان س» ص مستويين متقاطعين في أب » (ج )نقطة 
تنڌ لأي من المستويين . رسم من النقطة (ج) 

` کے gوuùûے‏ 
العمودان جد» جه على المستويين س» ص على 
الترتيب كمافى الشكل الجاور. 
ء۶ ہے ۳ 


. چ 
المستوى س ۸/ المستویص - أب »> النقطة ( ج ) خارج المستويين س» ص . 
ج دل المستوى س » جه |1 المستوى ص 


ےم 
جه | المستوىص » أب < المستوىص .. ج 


وم 
من (۱)و(١)‏ أب عمودي على کل من جد» جه المتقاطعين والحتوين في 


برهن أن المستويين العموديين على مستقيم واحد متوازيان . 
العطيات المستويين س»ص عمودیین على المستقيم ممن 


النقطتن أب على الترثيي: a‏ 
المطلوب : إثبات أن المستوى س // المستوى ص . ل 
البرهان : E‏ 


افرض أن المستويين س ص غير متوازيين أي أنهما 

على المستقيم ل ( خط تقاطع المستويين) . 

ہے مے 

ج <ا لمستوی س « أب ١1‏ مستوی س « 

ہے 2 

ب ج < المستوى ص » أب 1 المستوى ص »> 
پے 

لكن < بمكن إنزال عمودين مختلفين من نقطة ( ج ) على مستقيم واحد( أب) 

وهذا تناقض إذن المستوى س// المستوى ص . 


م 


ےم 
۶ 
أب 
a‏ 
۶ 
أب 


ل 


تخرف 
المسقط العمودي لنقطة معلومة على مستوى معلوم هو موقع القطعة المستقيمة 
العمودية المرسومة من النقطة المعلومة على المستوى . 


في الشكل الجاور: 
أ أ ل المستوى س »› ا < المستوى س فتكون أ هي 
المسقط العمودي للنقطة أ على المستوى س . 
وإذا كانت ب و س فإن مسقطها على المستوى هو نفس النقطة ب . 
مسقط قطعة مستقيمة على مستوى : 
في الشكل الجاور : 


2 
أ المسقط العمودي ل أعلى المستوى س» ب المسقط 
العمودي ل ب على المستوى س فتكون : 


‌ سے 


٣ َ‏ حح چ 
/ ب با (لنهماعموديان على المستوى س) 
ص ت 2 
)١‏ النقطة (ج) < أ ب فيكون مسقطها العمودي النقطة ج < للمسقط أ ب 
و : . م 
۳ ) إذا كانت | ب 1L‏ مستوی س فإن مسقطها العمودي في هذه الحالة يكون نة لة أ 
1 
انظر الشكل الجاور 


)٤‏ في الشكل اجاور 


ٍ ء 
ويكون : أب = أ ب 


أجب عن الأسئلة الاتية : 
)١‏ هل بمكن أن يكون طول المسقط العمودي للقطعة المستقيمة أكبر من طول 
القطعة المستقيمة نفسها؟ 
آ) متى يتساوى طو* قطعة مستقيمة ومسقطها العمودي على مستوى ؟ 
۳) إذا لم يتقاطع مستقيمان فهل مكن أن يتقاطع مسقطاهما العمودي ؟ 
)٤‏ إذا تساوت قطعتان مستقيمتان في الطول فهل يتساوى طولا مسقطيهما العمودي ؟ 
۵ هل المسقط العمودي لمنتصف قطعة مستقيمة هو منتصف المسقط العمودي 
للقطعة ؟ 
الإجابة : 


0 ۲_ إذا وازت القطعة المستقيمة المستوى ٣۳‏ نعم ٤‏ _ ليس بالضرورة . 
۵_ نعم 


تعريف 
القطعة المستقيمة ( أو المستقيم ) الواصلة بين أي نقطة ( )١‏ خارج مستوى وأي من 
نقاط المستوى ( عدا مسقط أ ) تسمى مائلا على المستوى . 


نظرية الأعمدة النلاثة : 
«إذا مد مستقيم مائل من نقطة خارج مستوى وكان المستقيم المائل عموديا على 
مستقيم في المستوى»فإن مسقةقط الملستقيم المائل یکون عمودیا غلی هذا المستقيم « 


ا 


۰" ا‎ ۰ 2 e Û a 
لمستوی س‎ ١ جد مستقيم في المستوى س » أ نقطة خارج‎ 
٠ ہے ج , ہے‎ 
. أه لا المستوىس» أب ا جد‎ >» 
: المطلوب‎ 
: البرهان‎ 
gr: ar 
. بماأن أه ا المستوى س» إذن أأه عمود على كل مستقيم في المستوى س‎ 
المستوى س » إذن أه ا جد » وبالفرض أب ا جد‎ < 
جے ويم‎ 
اھ‎ 


ا على كل من المستقيمين المتقاطعين أب 


1 المستوىأهب سه جد | كل مستقيم في المستوى أه ب 


ہے 
لكن هب < المستوى آهب 


ےم 
إذن جد ل هب وهو المطلوب . 


عكس نظرية الآعمدة الثلاثة 

إذا مد مستقيم مائل من نقطة خارج مستوى ليلاقي مستقيما معلوما في 
المستوىء» وكان مسقط المستقيم المائل عموديا على المستقيم المعلوم» فإن 
المستقيم المائل يكون عموديا أيضا على هذا المستقيم . 


n ¢ 3‏ 2 و ا » 
جد مستقيم في المستوى س ¢ أ نقطة خارج المستوى س 

/ جه م‎ a, E 
/ أه ا المستوى س» أب مائل » هھ ب مسقط المائل أب‎ >» 


چے | وے۾ 


على المستوى س » هب ل جد . 


و نے 

في المثلث أ ه ج القائم الزاوية في ه( أه ا المستوى س» فهو عمود على ه ج ) 
إذن (أجا)'- (أهھ)+(ه جا 

۳ + و و ٤‏ 
إذن (أه)- (أب)آ۔ (به) 
من (۱)و(۲) :(أج)-(ھج )+ (أب)آ۔ (بھ) 
لكن (ه ج)آ_ ( ب ه)'- (ب ج)' لكون المثلث ه ب ج قائم الزاوية في ب ( بالفرض) 
إذن (أج)- ( أ ب) +( بج 
أي أن المثلث أ ج ب قائم الزاوية في ب ( عكس نظرية فيثاغورس ) 

ےم ر (٤‏ 

إذن أ ب ا جد وهو المطلوب . 


برهان اخر ل « عكس نظرية الأعمدة الثلاثة » 


ےم 8 8 و 
جد مستقيم في المستوى س » انقطة خارج المستوى س ,_ 


2 2 ےم ء 
» أه لا المستوى س» أب مائل » هب مسقط المائل أب 
على المستوى س» هب اج . 

ےم 


اللمطلوب : إثبات أن أ ب ا جد 


a 


»> فب ل جد (بالفرض) 


مثال | يمثل الشكل الجاور المثلث أب ج فيه 
وم 


۶ ۶ ۶ . 
اب = اج » أ9 ا المستوى أب ج »› هھ منتصف 


) أهھ متوسط في المثلث أ ب ج المتساوي الساقين‎ ea 


1 


۾ : م a‏ — وم 
وه مائل على المستوى أب ج» مماأن مسقطه ھا بج إذن وھ ا بج 


و*«٭ 
أ ج د مثلث قائم الزاوية في أ » أب 1 مستوى المثلث» 


إذا کان أ ب = ١‏ سم أخ د٤۴‏ أد = ٤‏ سم 
و , 


جد قياس الزاوية الزوجية (ب» جد») 


العطيات : 


بے 

أ ج د مثلث قائم الزاوية في أ » أب 1 مستوى المثلث» 
أب ۲ سم » أج ٤-‏ ]إ۳ » أد = ٤‏ سم 
المطلوب : 

چ 
إيجاد قياس الزاوية الزوجية ( ب» جد»١)‏ 
ال وج چپ کے 
تننزل من | العمود هھ على جد » نصل ب ه . 
البرهان : 


1 


2 ٍ ہے 
أب ا مستوى المثلث جد » به مائل » أأه مسقط المائل على مستوى المثلث 


a 


ٌ وے 
أه ل جد (بالعمل) 
ےم 
ا جد (عكس نظرية الأعمدة الثلاثة ) 
أن قياس الزاوية الزوجية هو قياس الزاوية أ ه ب . 


سه جد= ۸۱ سم . 
مساحة المثلث أجد- _ (جد)(أه)=ل (أجا)(أد) 


سه (جد)(أها)= (أجا)(أد) 


في الشكل اجاور أ ب ج د مربع طول ضلعه ٤‏ سم » ري 
ےم 


تقاطع قطراه في ( م )» أه ا مستوى المربع . 4 
ثبت أن : رق 
/ 


E (١‏ المستوى هم 
)١‏ إذا کان أه = ۲١۲‏ سم » فبين أن قياس الزاوية الزوجية 


(آھے تاا ۵ء 


أب ج د مربع طول ضلعه ٤‏ سم » ج »بد قطرا المربع حيث ا ۸ بد ام 


a 


» أه ا مستويى المربع « ھ۲۲ سم 


المطلوب : إثبات أن )١‏ ب د ل المستوىأهم 


a 


°٤١) قياس الزاوية الزوجية (هء بء‎ ) ١ 


...(() (قطراالمربع متعامدان وينصف كل منهما الاخر) 


أ 1 مستوى المريع » ب < مستوى المربع CS ٣‏ 
سے 


ےم 
من (۱)و(۲؟) ب | كلمن آه»› چ د المستوى أ ه م (المطلوب أولا) 


2) 


چے ي rsd‏ 5 ء 
هم مائل « م مسقط المائل على مستوى المريع 
آم ا بد إذن هم لبد 
أي أن قياس الزاوية الزوجية هو قياس الزاوية أم ه. 
في المثلث أب ج القائم الزاوية في ( ب ): (أج)- (أب)آ+(ب ج) 


( المطلوب ثانيا) 


أب ج مثلث قائم الزاوية في أ فيه »أ ب = ۸ سم» أ ج = 1 سم»أقيم العمود 
په 


اد على مستوى المثلث » بحیث کان أ د = ۵ سم» رسم دن Ee‏ » وصل أن : 
جد طول کل من أن » دن 


غ ۶ ۶ ۶ أ أ ۲ 
مساحة ۸ أ ی ج ا ( جب )(آأآن) ۔ عل (أب) (أج) ااج با)د(اب)+ (اجا) 
8 1 ۲ = 1£ +۳1 =0 


( 1۰ )۱ أن) = (1()۸) ناد انه 


1£ 
۵ 


TEE‏ سم 


قي المغلث د أن القائم الزاوية في أ: (دن) = (د+ران) ۲۵+( )ا ٠۲١١‏ 
: ګګ ۲۵ 


. دن ۱۲۱۲ س 


جے۾ 


سم س مستوى معلوم »أ نقطة خارجة عنه,رسم أب عموداعلى المستوى س 
مثال مھ ہے 


يلاقيه في ب» ثم رسم في المستوى س المستقيمان المتعامدان ب ج » بد . 


س مستوى » أ نقطة خارج مستواه» 7 
ےم 
أب ا المستوى س ويلاقيه في ( ب) 


ae 4 چ‎ as 
باد » بج <2 المستوىس »›» بد <2 المستوى س‎ 


البرهان : 


چ 
e ٤‏ 


چ بے وم و 
وما ان ب ج 1 


+ 
ب د 


اج ل فاه 
بمثل الشكل اجاور المثلث س ص ع فيه قياس 
چ O‏ 

الزاوية ص س ع = 1١‏ » س ص ٤<‏ سم » 


سے چے سے 
رسم ص ن | مستوى المثلث ورسم ص م | سع» 
إذا کان ص ن = 1 سم . 


0 e 
1١ = قياس الزاوية الزوجية ( ص, سع ,ن)‎ ) ١ 


س ص ع مثا ث» ن نقطة خارج مستواه وفيه س ص = ٤‏ سم وقياس الزاوية ص س ع = 1٠‏ 


ےم چيم سے 
ص ن | مستوى المثلث» صن = 1 سم » ص م | سع . 


المطلوب : إثبات أن )١‏ نم | سع 


O 5‏ 
(T‏ قياس الزاوية الزوجية ( ص سع ,ن) = 1١‏ 


چم 
ص ن | مستوى المثلث 
چيم يےےغ 
نم مائل » صم مسقط المائل على مستوى المثلث 
( المطلوب أولا) 
وي 
قياس الزاوية الزوجية ( ص سع ,ن ) = قياس الزاوية ص م ن 


في المثلث القائم الزاوية ص م س : 

ہا ۹ہ م ہے صم ٢.)‏ ۴ سم 
٤‏ 

اا اا ( المطلوب ثانيا) 
Lf‏ 


۳4۷ 


مثال أ ب ج مثلث قائم الزاوية فى ب» رسم ج 1 مستوى المثلث أب ج» 


ثم وصل أد » نصفت ب ج في ه» كذلك نصفت أ د 
في و . 


ثبت أن : 


9 ےھ بپ ج 

العمل : ننصف أج في ل»ثم نصل ل ه› ل و 

البرهان : 
في المثلث أب ج: ل ه // أب « القطعة المستقيمة الواصلة بين منتصفي ضاعين 

في مثلث توازي الضلع الثالث » 

O 7 هة‎ ۳ e 

۹۰ = ق 9إ ل هھ ج ق $ اب ج‎ E 

فى المثلث أأدج:ول // جد «القطعة المستقيمة الواصلة بين منتصفي ضلعين 

في مثلث توازي الضلع الثالث » 

وما أن ج ا مستوى المثلث أب ج ول ا مستوی المثلث أب ج 
كذلك لھا بج 

وه مائل على المستوى أب ج » له مسقط المائل على المستوى أب ج 


پاج کن لهل چا 

يمثل الشكل الجاور الهرم الثلاثي أب ج د فيه ب جب د» 
أ ج = أد» ذ نصفت ج د في ه. 
أ) أثبت أن جد | المستوى أب ه. 


وي ہے 
ب ) إذا رسم أ 9 ل ب ه» فأثبت أن أ 9 ل المستوى ب جد. 


ل 


ج) إذا کان ج د۱۸ سم ›أج = ۵ سم ›أو= ۴۹ سم 


جد قياس الزاوية الزوجية (ب» جد أ) . 


5 آه متوسط في المثلث المتساوي الساقين أجد .ء أه لاجد 
ب ه متوسط في المثلث المتساوي الساقين ب جد ٠.‏ ب هل جد 

". جد ا كلمن آه» به التقاطعتين والحتوتين في المستوى أب ه 

جد ل المستوى أب ه .". جد ل المستوى أب ه (المطلوب أولا) 


جد ل المستوى أب ه » أ9 < المستوىأبه 
س i‏ 


ا جد »كذلك أ9 ل به (بالفرض) 


( المطلوب ثانيا) 


قياس الزاوية الزوجية (ب»› ج 
في المثلث أ ه ج القائم الزاوية في ه : 


أف (أج)(جھ)-(۵ )ر۹ ٤٤‏ سه أه= 


مثال | في الشكل النجاور: 
أب ج مثلث قائم الزاوية في أ » دب ل مستوى المثلث 
أ ) أثبت أن المستویین د أ ب » د أ ج متعامدان . 
ب ) إذا کان أب = 1 سم » ب ج١‏ ۱۲ سم » فجد قياس 
الزاوية الزوجية بين المستويين أب د»ج ب د. 
أي الزاوية : ( أب د ج)] 
اللعطيات : 
أ ب ج مثلث قائم الزاوية في أ » دب ل مستوى المثلث 
اللطلوب : )١‏ أثبت أن المستويين د أ ب» د أ ج متعامدان. 
ب ) إذا کان أ ب = 1 سم »ب ج١ ۱١‏ سم » فجد قياس 
الزاوية الزوجية بين المستويين أب د»ج ب د . 


البرهان : 


ب ا أج بالفرض )١(...‏ 


دبا الستون آ بچ + آیے د الست و آب ج CFs. es‏ 
او اکا کل کو ای دت ااشکو کو فی اسن اب 
آش ا الع ون 

ک آ ایك 2 اکم دات ا دی دا و 


قياس الزاوية الزوجية ( أ ب »ج ) - ق أب ج 


في المثلث أ ب ج القائم الزاوية في أ : 


مثال | أب ج مثلث قائم الزاوية في ب . أقيم من ( )١‏ عمود على مستوى المثلث ثم 
فرضت أي نقطة مثل ( ن ) على هذا العمود برهن أن الزاوية ن ب ج قائمة . 
العطيات : 
أب ج مثلث قائم الزاوية فى ب» (ن ) نقطة خارج مستواه» أن ا المستوى أب ج 
المطلوب : 
إثبات أن الزاوية ن ب ج قائمة . / 
1 
البرهان : 
أب ا بج (بالفرض) 
وما أن أن ل المستوى أب ج » نب مائل على المستوى أب ج 
.. أب مسقط المائل على المستوى أب ج 


.. نب ل بج لن أب ا بج أي أن الزاوية ن ب ج قائمة . 


كل الشكل اور دان مرها ا فة 4 وتف قطها 
١١ =‏ سم » أب وتر في الدائرة طوله ١١‏ سم » 
دج ل مستوی الدائرة حيث د ج = 1 سم . 
احسب ظل قياس الزاوية الزوجية بين المستويين أب ج» 


ومستوى الدائرة . 
اللعطيات : 
( د ) مركز دائرة نصف قطرها = سم والنقطة ( ج ) خارج مستواها ي 


أب وترفي الدائرة طوله ١١‏ سم » دج | مستوى الدائرة حیث د ج = 1 سم . 
حساب ظل قياس الزاوية الزوجية بين المستويين أ ب ج» ومستوى الدائرة . 
الجحل : 
ننزل العمود د ه على الوتر أب فينصفه في (ه) ثم نصل ج ه 
وم 
أب هو حرف الزاوية الزوجية المطلوبة 
بماأن دج ل مستوى الدائرة » جه مائل, ده مسقطه على مستوى الدائرة 


| ° وا کک | ° 
» دھ ا | ب ...جهھ ل أب 


قياس الزاوية الزوجية المطلوبة = قياس الزاوية ج ه د 
في المثلث ب هد القائم الزاوية في ه: 


(هد)آ د( ب د)آ-( ھب )' 
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